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NOTA AO LEITOR - 12 Edição 


A falta de textos, ao alcance de nossos alunos, que abordem o Cálculo Vetorial de uma 
forma mais abrangente, nos motivou a escrever o presente livro. Este livro pode ser utilizado 


tas esrsos de Cálculo, cujo programa prevê o estudo das Funções Vetoriais, Integrais 
Curvilíncas e Integrais de Superfície. 


O texto consiste de seis capítulos. Os dois primeiros capítulos, referentes a Funções 
Vetoriais de uma Variável e Curvas, são 


Cada capítulo apresenta enunciados claros das definições, propriedades e teoremas 
relativos ao assunto abordado. No decorrer de todo o texto, as idéias 


Quaisquer erros que apareçam são, naturalmente, da responsabilidade das autoras, as 
uais ficarão muito agradecidas se forem comunicadas sobre os mesmos. 


Florianópolis, agosto de 1991. 


Mirian Buss Gonçalves 
Diva Marília Flemuing 
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NOTA AO LEITOR - 32 Edição 


Este livro foi lançado em 1992 e desde então vem sendo util 
alunos dos cursos de Matemática, Física e Engenharia, nas di 


ado como livro texto para 
linas de Cálculo Diferen- 
cial e Integral que abordam funções vetoriais, integrais curvilíneas e integrais de superfície. 


Considerando algumas sugestões recebidas, pequenas alterações foram feitas no de- 
correr do texto, Dessa forma, em relação ao conteúdo, esta nova edição não apresenta alte- 
rações significativas. A principal mudança, nesta terceira edição, é a melhoria da qualidade 
da apresentação do texto e figuras. 


Como nas edições anteriores, quaisquer erros que apareçam são, naturalmente, da 
responsabilidade das autoras, as quais ficarão muito agradecidas se forem comunicadas 
sobre os mesmos, 


Florianópolis, setembro de 1999. 


Mirian Buss Gonçalves 
Diva Marília Flemming 
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Capítulo 1 


FUNÇÕES VETORIAIS DE UMA 
VARIÁVEL 


Neste capítulo, apresentaremos os conceitos do Cálculo para funções vetoriais de uma 
variável. Serão apresentadas as definições formais de limite, continuidade e derivada. A 
derivada será interpretada geometricamente como um vetor tangente ao hodógrafo da fun- 
são, Fisicamente, ela será interpretada como o vetor velocidade de uma partícula em movi. 
mento no espaço. 


1.1 DEFINIÇÃO 

Chamamos de função vetorial de uma variável real £, definida em um intervalo. 1, a função 
que a cada f € | associa um vetor F do espaço, Denotamos 

1 F- jo 

4 | O vetor J(t) pode ser escrito como 

DO = poi + fm + PAGA 


Assim, podemos dizer que a função vetorial determina três funções escalares de 
Eh = JO, Li = AAD eS, = FAN). Reciprocamente, as três funções escalares /, f, e f, 
determinam a função vetorial /(1). 


Observamos que, dado um ponto P(x,42) do espaço, o vetor 


+ ra 


| 
| 
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é chamado vetor posição do ponto P (ver Figura 1.1). (ii) Em Economia podemos estabelecer uma função vetorial preço. Consideremos 3 merca- 


É dorinstal: imeira tem preço £, a segunda tem preço 1+2 
A cada ponto P(x,x) corresponde um único vetor posição e vice-versa. Em vista ` Jotinstais que a primeira tem preço f, segs persa 
disso, muitas vezes, um vetor 7 = v j+wk 


notação também é usada para represes 


a terceira tem preço dado 
> dos preços das duas primeitas. A função vetorial o É 
É + vaj + vi € representado por (1, vy, 1). Esta , — Pela soma dos preços das duas prim po a 


ntar as funções vetoriais, PO = (P, te, Ptaa) 


¿ (Hi) Outros exemplos são dados nas expressões: 


Josisj-( -aë 
EO =P +Pj+3r 
Āu) = 2eosti + 2sentj + SÈ. 


Ez t | 4.3 DEFINIÇÃO 


O hodógrafo de uma função vetorial ft) = £WÍ + ADJ + AOR, te 1,60 lugar 


Figura 1.1 geométrico dos pontos P do espaço que têm vetor posição FU), 1 € 1 (ver Figura 1.3). 


1.2 EXEMPLOS 


(0) Podemos expressar o movimento de uma partícula P, sobre uma circunferência de raio 1, 
Pela função vetorial /(1) = cost 7 + sen J. Neste caso, a variável £ representa o tempoe 
POLO. 0) nos dí a posição da partícula em movimento (ver Figura 1. 


um é 
Figura 1.3 
/ Existe uma estreita ligação entre as funções vetoriais de uma variável real e as curvas 


nd'espaço. Por exemplo, se t) é o vetor posição de uma partícula em movimento, o 
hodógrafo de Ft) coincide com a trajetória da partícula. 


Figura 1,2 
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1.4 EXEMPLOS Seja Jin) = di + i - (É - JE, Neste caso, o hodógrafo pode ser esboçado atra- 
vés da intersecção de superfícies, Basta observarmos que os pontos P(O), MO, 2(0) do 
cujo deslocamento é expresso por hodógrafo de / têm coordenadas 


Tm dar 


(1) Descrever a trajetória L de um ponto móvel P, 


Solução. Podemos descrever a trajetória traçando um esboço do gráfico da função veto.” | 
rial dada, ou seja, construindo o hodógrafo de H OEL ETA 
fo = ET EEA Eliminando £, obtemos as superfícies y = x e z = 4 — xº, cuja intersecção nos dá o 


Para isso, fazemos uma tabela e assinalamos. 


fan (ver Figura 1,5). 
Os pontos correspondentes (ver Tabela | Bodógrafo de /(1) (ver Figura 1,5), 
1.1 e Figura 1.4). 


Tabola 1.1 
1 2 -1 0 1 la | 
To Elia la lr lar É 
Figura 1.5 
rd fa à 
“Seja (0) = PT + 7 + 3%, Usando o mesmo raciocínio anterior, temos que o 


e hodógrafo pode ser esbogado pela intersecção de x = y, y > 0 € z = 3 (ver Figura 1.6). 
Figura 1. p 


(ii) Fazer o hodógrafo das funções exemplificadas em 1.2 (iii), 
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Reciprocamente, se lim £() = 
cm 


que Lite) — aj] <e/3 quando 0 < |r — tol <8. x 


dn À = 1, 2, 3, para todo € > O, existirá 8> O, tal 


Usando a desigualdade triangular, vem 


= 0-27 +O -alj + LAO — as] 


SINO = al + 1660 = eo) + 160 — a] x 


í 
i ( 
i 
s ! 
Figura 1.8 ! 
5 1 173 Propriedades 
1.7.2 Proposição | ' 
A Sejam Fen) e 6) duas funções vetoriais e ht) uma função escalar, definidas em um mes- 
Seja JO = AT + fu + pikea ai + mj + aÑ. O lim Ju) = à se, eso- A e 
mente se, [ea E ( 
lim fsa, 1=1,23 . | e lim AO = m, E 
A > então; 1 
Prova. Se lim i) = à. então Para um e > O arbitrário, existirá um & > 0, tal que a 
tem ! 9 lin Vo +30] = ā + 5; 
Vo - à <e sempre que 0 <k-nj< s. 


Como 


b) lim 0.70) = à 
tt 
Jo -à = [fo 


=P +60 -a)j+ [40 — asJE, para 0 cy tol < 5, 
temos que É 


9 lim Fo) x gi) = ax: 


em 


( 
Y O liho i = mā. 
<e, tá 


i 
Para i= 1, 2, 3, Portanto, lim AD = ap Prova, Estas propriedades podem ser mostradas usando a Proposição 1.7.2 e as proprieda- A 
em des de limite das funções escalares. Como exemplo, provaremos o item (d), isto é, 
lim AO) Je) = má, 
em 


Mo- als fo - 
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Sejam Ji) = AOF + 1407 + pk e à = af + aj + ak. 
Então, AO JO = MO fÑ + MO GOJ + Mn AOR e 
lim mo fo = Jim [Ao OF + im (MO AO + Jim (A(O fito 
= [tim ON lim AOF + Lim LOR lim hoy 
+ [lim 40. lim Aë 
vs tt 


= mai + ma,j + mak 


= mā. 
1.7.4 Exemplos 
(i) Calcular da (Pi + (P -1j + 2k) 
Usando a proposição 1.7.2, temos 
BROTA -W ea (a e 0) (1 2} 


ESETA 


Gi) Calcular lim Fin), onde 74) = ziy YA 
a 


Temos 


a e 
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(ii) Seja fe) 


E 2, onde á = Feb = 2] - Ë. Calcular: 


a) lim Fo; 
imo 


É by lim (P — 4t + 4) fin. 
m 


” 4% a 
(a) (mê; 


b) Para resolver este item, calculamos inicialmente 


(P ~ 4t +4) Pe = (e -= usafi 


AP - 414 4) 
1-2 1-2 


Es 7 MP- Mta) 
af 4147, (e ) 


1 


Temos, então 


lim (2 = 41 + 4) 7 = 
ma 


/ 


e lim a -41+4) 
2 mo 4-2 


q fim 1 
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Resolvendo os limites das funções escalares pelos métodos Já conhecidos, vem 


lim (0 4144) Ft) = 07407 +07 = 


Observamos que a propriedade 1.7.3 (d) não foi usada Porque lim ÑU) não existe. 


tm 
GV) Sejam Jin =) 4207 +30 e 


EO =3 -27 +40) 


Calcular: a) lim [70 + gen); 
ma 
b) lim [F . gw); 
im 
©) lim [Fte x gen), 
m 


Usando 1.7.2 € 1.7.3, temos 


a) lim [Ñin + go) = lim Fi) + lim ¿0 
e m 


( 
= lim (Ñ +20] 4308) + lim (367 = 27 + ari) (0) Verificar se a função - 
o a pd j fin = semi + conj + E é contun em 4, i 
S (+27 +3) (3727 448) a t 
Sabemos que /(1) é definida para 1, = í 
=A aai Ainda, 
b) lim [/t0. 80) = lim Ft), lim o lim Fu) = lim (sens 7 + cost} + 8) 
po en ia $ tem tam i 
= (E427 + 3k) .(3F -27 445) =-j+ë ( 
=13+2(-2)+34 = Jm, 


O) tim [f(x ge] = lim tt) x iim o 
1 


eat 1 


= Mi + S) sE 


1.7.5 Definição 
Uma função vetorial / = in, 
lim AO) = Fin). 


Da proposição 1.7.2 segue que 


f 
| 
| 
f 
f 
| ão funções contí n 
f 
| 


1.7.6 Exemplos 


p Portanto, Jo = semi + cost] + E é contínua em h 


in € continua em 1, se, 


= (+27 +38) x(8 -27 + ak) 


definida em um intervalo /, é contínua em helse 


=r 


€ somente se, suas compo- 
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GD Verificar se a função 
jiro 
gn =; ' 
+j ,1=0 
é contínua em 4, = O, 
Essa função não é contínua em 1, = 0, pois lim (= T+ 3) T + J 6 diferente 
ra Nr 
de (0) = 254 J, 


Gi) Indicar os intervalos de continuidade das seguintes funções: 


a) gn = et 


b) ña 


Temos: 


= Int) + 2k, 


a) (N é contínua em A? — (0), pois ga = 


é contínua em RP — (0) eg, (1) = è 
é contínua em AP. a 


b) Como htr) = Int é contínua em (0, es) e h, (f) =2 é contínua em AP, segue que 
Fitt) € contínua em (0, co). 


1.8 EXERCÍCIOS 


E. A posição de uma partícula no plano xy, no tempo 7, é dada por a(i) = eW) = te 
a) Escrever a função vetorial FC) que descreve à movimento desta partícula, 
b) Onde se encontrará a partícula em + = 0 e em't = 2? 


2. O movimento de um besouro que desliza sobre'a supertície de uma lagoa pode ser 


expresso pela função vetorial 


1 = cost > 


Fo 


Onde m é a massa do besouro. Determinar a posição do besouro no instante 1 = 0 e 
tan 


23, Esboçar o hodógrafo das seguintes funções vetoriai 


a) Ñin = (4-407 + (4 - 4D), 1 e [0,2] 
b) EU) = Gsemi +4] + 25cost È, 0 $ 1 $ 2r 
o) i = 27 +P) 


d) F) = Ë Aj k 


e) W) + 
1) WU) = 4 + i + cose È 
4. Esbogar a trajetória de uma partícula P, sabendo que seu movimento é descrito por: 


a) Jin = ñ + (2P - y 


e ES 
gi — EA 
Mae dit 
9) d+ jr ari 


D)0=mrj+Er>o 

€) MU) = Jcostí + 3sentj + (9 — 3senk; 1 € [0, 27) 
DIO=6+0=0j+P E, 1>0 

O EO = + sen +2 

h) FU) = (8 — 4sentií + 200817 + 4sent E. 


5 Seja fi = a+ bre gu 
0<S1<2r 


Calcular: 


va + E) 
b fon 


9 Joxan 
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da „Jo +B. go 9. Seja ft) = senti + cost J + 2Ẹ e hi) = 1/1. Calcular, se existir, cada um dos se- 


a à j a guintes limites: 
O fu-negus, ii 
6. Dadas ft) = ï — Je gu) Ü, esboçar o hodógrafo de Fir) x gen, 8) a 
7. Uma pustícula se desloca no espaço, Em cada instante o seu vetor posição é dado por b) lim [ao 70] 
ma 
its de 
in E | 10. Calcular os seguintes limites de funções vetoriais de uma variável, 
a) Determinar a posição da partícula no instanter = 0er = |, a) lim (cos +P] ~ sk) 
b) Esbogar a trajetória da partícula. im (Litto, o 
©) Quando t se aproxima de 2, o que ocorre com a posição da partícula? ma A+ 2)0 > 3 


MULTAS año si 
8. Seja Ji) = Ñ + 2P) +aPR e | GED +02] 
ORE ES EEN 120, 


Calcular: 


EAS | 
a) tim [Fin + gw) 
ta 


+(2 -j+ 4), 
b) tim [fen — gw) 


mn 


| M. Mostrar que o limite do módulo de uma função vetorial é igual so módulo do seu limite, 
+) lim p jn- á žo] | teesteúltimo existir, 
EM ! 12. Mostrar que a função vetorial Fi) = fn? + Sob + AD é contínua em um in- 
d) lim[fw. žo) $ tervalo 7 se, e somente se, as funções escalares AO Ae AN) são contínuas em ?. 
pe ! 
E É 13. Calcular o limit e analisar a continuidade das funções vetoriais dadas, nos pontos 
N 5 y P 
© tim [Fo x 300] é Í indicados, 
tem i 
D tim [e + 0 Jo) =: 
e ajadi- 
8) lim [Fo x w) / 0, 1=3 
mo 


+ ENS] 


16) 
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PR comu], 140 15. Provar os itens (a), (b) e (c) das propriedades 1.7.3, 
3 7 » 4 
Bums 16. Sejam f e funções vetoriais contínuas em um intervalo /. Mostrar que: 
a) F + E é continua em l; 
a b) Fx E é continua em/. 
o fo = dd 
Es A e 1.9 DERIVADA 
d) Ñin) = senti — cost] + Ñ; t = 0 
. A+ FA tálera? 1.9.1 . Definição , 
e fuso Seja Jin) uma função vetorial, Sua derivada é a função vetorial 7º (), definida por 
6 ci=let=2 al 3 
j Pine O arn todo 1,11 quo o limite exit, $ derivada fº (1) 
a Jim, T + para todo 4, tal que o limite existe, Se a derivada 
14. Indicar os intervalos de continuidade das seguintes funções vetoriais: existe em todos os pontos de um intervalo /, dizemos que f é derivável em /. 


a) fin) = 


DET 
o ña = 
d) 0 = 
9 aos 


f) F) = 
o o= 


h) ġo) = 


di sent + b cost em [0, 27) 


T + Int J + cos2r E 


(mean, 1) 
t 


(senn, 181, e!) 


(e. 


(1 


Se fu) = A + foj + pk, 


temos 


Juss dm _ Auran- Anr, Auran- ANg, hutan- ANg 
Ar Ar Ar ar . 


Portanto, pela Proposição 1.7.2, segue que F é derivável em um ponto £ se, e somente 
se, as três funções escalares /,(0, f(1) e f(f) são deriváveis em t. Neste caso, temos. 


P= RÑ +o) fok. 


1.9.2 Exemplos 
(1) Se Jo = Pi + cost] + (51 — DË, temos 


Po= 


ti — sent] + SE. 


1 
1 
' 
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CID Sega) = (21-317 + e”), temos que 


EM) = 621-397 - se 


sj, 


1.9.3 Interpretação geométrica da derivada 


Seja Fi) uma função vetorial de 
de livre do vetor Fir) descreve 


Para cada re /, FU) éo 
Figura 1.9), 


tar, a tem a mesma direção do segmento P. 


Ar 


erivável em um intervalo. Quanto 1 percorre 1, a extremida- 
uma curva C no espaço, 


velor posição do correspondente ponto sobre a curva (ver 


Figura 1,10 


Quando Ar > 0 (Q -> P), areta secante Se aproxima da reta tangente à curva Cem 


P (ver Figura 1.11), 


Assitf se F) æ 0, 
Movimehto da extremidade | 


Figura 1.11 


Ñ) € um vetor tangente à curva C. Seu sentido é o do 
ivre do vetor LU) ao crescer b 
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1.9.4 Exemplos 


(Ù) Dada ft) = dí 
fenezo 


Solução. Temos, F (1) = | + 27, 


leterminar 7º (1). Esboçar o hodógrafo de F eos vetores F (1), 


A Figura 1.12 mostra c hodógrafo de f, onde desenhamos os vetores 


Posi +j, Pen 


2je P0 = 


Figura 1.12 


(ii) Determinar um vetor tangente ao hodógrafo de gr) 


5 cost + sem + E, 
tE [0, 27), no ponto P(O, |, 1), 


Solução, Temos, 


FUN = senti + cost j. 


Necessitamos do valor de ¿'(1) no ponto P. Para isso, 


precisamos determinar o 
correspondente valor de 1. Como o vetor posição de P € Jek. 


1 deve satisfazer 


costi + sent 4 E = 74 E. 


Portanto, cost = O e sent = | e dessa forma y = F 
Um vetor tangente ao hodógrafo de gt) em P(0, 1, 1) € y. 
ilustra este exemplo. 


)= -7A Figura 1.13 
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Figura 1.13 


1.9.5 Interpretação Física da derivada 


Consideremos uma partícula em movimento no espaço. Suponhamos que no tempos, (1) é 
9 vetor posição da partícula com relação a um sistema de coordenadas cartesianas, Ao 
variar t, a extremidade livre do vetor F(t) descreve a trajetória C da partícula. 


Suponhamos que a partícula esteja em P no tempo (e em Q no tempo £ + At, Então 
AF = FU + Ar) — FU) representa o deslocamento da partícula de P para Q, ocorrido no 
intervalo de tempo At (ver Figura 1.14). 


A taxa média de variação de (1) no intervalo At é dada por 


FU + An- RO 
Ar 
€ é chamada velocidade média da partícula no intervalo de tempo AY. A velocidade instan- 
tânca da partícula no tempo £, que denotamos (1), é definida pelo limite 


HD = lim FEAD- O) 
so Ar 5 


quando este limite existe. 


[j 
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O vetor aceleração é o vetor ( h 
än = P) tt 
5 f 
Solução de (b). No instante 1=0,0s vetores velocidade e aceleração, rerpectivamente.são Ć 


dados por: 


Os7-] e Ma 
Para 1 = 1, temos E 


HD = 
Figura 1.14 


A Figura 1.15 mostra a trajetória da partícula, Os vetores 70) e àt0) estão dese- Ñ 
Portanto, quando (1) € derivável, a velocidade instantânea da partícula é dada por nhados com origem no ponto P(O, 1) porque no instante t = O 0 vetor posição da partí- f 
WO = q, cula é F(0) = j. Como 7) = F + S Í, os vetores (1) e (1) tem sua origem no ponto E 
Analogamente, se (1) é derivável, a acelaragño da partícula é dada por O4, 1/2). + 
än = P. 7 
1.9.6 Exemplos i 
(i) O vetor posição de uma partícula em movimento no planoé f; 
H 
E E. E 
AS i 
GELEES i 
2) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleração em um instante qualquer. E 
b) Esbogar a trajetória da partícula, desenhando os jetores velocidade no tempo t=0 e F 
R =l 
$ P 


Solução de (a). Em um instante qualquer , o vetor velocidade é dado por: \ 


Figura 1.15 
HO = Eq) Gi 
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Gi) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleração de uma partícula que se move 
segundo a lei 


FU) = cosi Ë + sendrj + E. 


Mostrar que o vetor velocidade é perpendicular ao vetor posição e que o vetor acele- 
ração é perpendicular ao vetor velocidade, 


Solução. Temos, 
Ho = Pq) 
= -2sen2t É + 2cos2t j 
e āu) = (1) 


= —4cos2ti — 4sen2i J, 


Sabemos que dois vetores são perpendiculares se o seu produto escalar é nulo. Te» 
mos, 


HO . WD = (coszri + senai + k). (-2sen21 7 + 2cos21 J + OÑ) 


= —23en21 cost2 + 2sen21 cos21 + O 


e i 


COREG] 


senza + 200521 J) . (- 4cost2r T — 4sendr j) 
= BsonZ1 cos2t — 8sen21 cos2r 
=0 
Portanto, o vetor 7(1) é perpendicular ao vetor V(1) € PU) é perpendicular a 1). (Ver 
Figura 1.16.) y 
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Figura 1.16 


As REGRAS DE DERIVAÇÃO de funções vetoriais são similares às de funções 
escalares, Temos a seguinte proposição: j 
1.9.7 Proposição 


Sejam Fu) e ¿41 funções vetoriais e 1) uma função escalar, deriváveis em um intervalo 
1. Então para todo € /, temos: 


a) (Fo + go) = Pogo 

b) (wo Foy = wo o + wojo 

o) (ho. goy = Fun go + fo. gw 

d) (Fin x go) = Fo x o + Fin x gn. 

Prova do item (c). Sejam 

JO = fui + AO] + KOR e 

EN = gÑ + gO] + gik. Então, 


Í0-Z0=£080+ LO 80 + AE NO! 


Como (1 e ¿(1) são deriváveis no intervalo /, o mesmo ocorre com as funções 
Su fy Ly 8, 8, € & Usando as regras da derivação da soma e do produto de funções 
escalares, vem: 
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(a. gm) = 1080 + LO E ADA AO gO 
= (AD 8,10) + (4070) + (400 ¿toy 
= MOB + fe gm + AN ga) + 
LORO FOSO ORO 
= [£0 gun + BO guto) + 0 50] + 
ALGO gi + A gt + LOs) 


=F0.30+J0.80 


1.9.8 Derivadas sucessivas 


Seja Fer) uma função vetorial derivável em um intervalo 1. Sua derivada 7º (1) é uma 
fonção vetorial definida em 1. Se 7º (1) € derivável em um ponto t e 1, a sua derivada é 
chamada derivada segunda de 7 no Ponto rc é representada por J" (1). 


Analogamente, são definidas as derivadas de ordem mais alta, 


1.9.9 Exemplos 
(D Sejam Ai) = re Fen) = cost 7 + sem TA 
a) Determinar (M) Fin) . 
b) Mostrar que F (1) é ortogonal a fo. 
Solução de (a). Pela Proposição 1.9.7, temos que 
(lo fa) = [u(cost é + sent J)] 
= doom + semt FY + 0 (cost? + sem) 
= (senti + cost) + (cost? + sem) 


= (cost — senti + (sent + 1c051)). 


G) Mostrar que /* (1) é ortogonal a Fi) sempre. que [cn] é uma const: 
170] = Jim. Fan, temos que Jo. Jo = 


Temos, 


Como [tt] = 4, k constante, e 


para todo 1 


1.10 EXERCÍCIOS 


fo. 


Derivando, vem 


Logo, os vetores Fi) e P (1) são ortogon 


Solução de (b). Para qué Fir) e 7º (1) sejam ortogonais, 
jo. Pozo 


cost sent + sent cost 


(ho. Fo} o 


Jo. Po 


devemos ter 


ost 7 + sent J) . (-eem F + cos j) 


fo Posfojn=0 
20. Pao = 


0 
0 


Determinar a derivada das seguintes funções vetoriais: 


a) Jin = cost? a tgrj + senti 
b) FU) = sent cos? 4 e™ 


9 dito = (2 


d jise 


nie, 
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e) E li dk 


qu Bs pi ai 
Biu ; Pak 
DM (A) sE 


2. Determinar um vetor tangente ao hodógrafo das seguintes funções, nos pontos i 
cados. 


a) JD = (n P, P) PEOL L-1) 
b) RO = (1, e). PU, e) 


€) fito) = (sent, cost, 1), PO, O, 102) 


d) PN) = ( -=h 1 PA, -1) 


€) FU) = (21, Int, 2, PQ, 0, 2) 


3. Mostrar que o hodógrafo de u) = 6 sent, 7 cost, $) está sobre a esfera | 


unitária com centro na origem. Determinar um vetor tangente a essa curva no ponto 
13 
Pjo = > 
( 2 2 } 


4. Determinar dois vetores unitários, tangentes ao hodógrafo da função dada no ponto 
indicado, 


a) fo = (e, + PGL 
b) EM) = (4 + 2cost, 2 + 2 sent, Di PCS, 4, 17 
€) hm = Ge EZINE 1} PL 43,3) é 


d) FU) = (£cost, rsei, 


P(O, m/2, 1/2): 


5. Determinar os vetores velocidade e aceleração para qualquer instante 1. Determinar, 
ainda, o módulo desses vetores no instante dado, 


18) TU) = 2c0stT + Ssent] + 3k; 


b) FM = ef + e”) m2 
o FU) = coshti + 3senhrj; é = 0. 
6. A posição de uma partícula em movimento no plano, no tempo /, é dada por 


1 
=>54-1 
xo = 4 


Lip 
=4(P -u +1) 
ven =( ) 
a) Escrever a função vetorial /(1) que descreve o movimento desta partícula, 
b) Determinar o vetor velocidade e o vetor aceleração. 


e) Esboçar a trajetória da partícula e os vetores velocidade e aceleração no instante 
1=5. 


7. No instante £, a posição de uma partícula no espaço é dada por 
a) = È, 40 = 248, an = ade, 


a) Escrever a função vetorial que nos dá a trajetória da partícula, 
b) Determinar um vetor tangente à trajetória da partícula no ponto P(1, 2, 4). 
2) Determinar a posição, velocidade e a aceleração da partícula para 1 = 4. 


8. Uma partícula se move no espaço com vetor posição F(1). Determinar à velocidade ea 
aceleração da partícula em um instante qualquer, Esboçar a trajetória da partícula os 
vetores velocidade e aceleração para os valores indicados de /. 


a) Fo) 


Ñ +4] + (4 - PR; t = 0; 2 


b) FU) 


©) RN = P) + k t = 01 


DANSA- +AA 2 
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9. Sejam à e À dois vetores constantes. Determinar o vetor velocidade da partícula cujo Los Fun 5 
=> e În = iÑ + PJ, determinar (fi) Foo). 
movimento é descrito por: 16, Se fW) = 57 ef = i + P], determinar (fin) Finy 
a) 0) = ā + Ë 17. Sejam ft) uma função escalar 2 vezes derivável e à e $ vetores constantes, Mostrar 
diosa que se EU) = d+ BO, então g (1) x º (1) = À, 
E dl + dr 
f is a =|. 
19. Se FUN) é o vetor posição de uma partícula em movimento, mostrar que o vetor veloci- 18. So Sima: pin derivável e lr) = [Ĵi], mostrar que 
dade da partícula é perpendicular a F(). Pe PAM = Mo, 
a) Ft) = (cost, senn) 
b) FU) = (cost, senão, 
1. Em cada um dos itens do exercício anterior, mostrar que o vetor aceleração tem o 
sentido oposto ao do vetor posição. 
12. Mostrar que, quando uma partícula se move com velocidade constante, os vetores 
velocidade e aceleração são ortogonais, 
13. Sejam à e É vetores constantes não nulos. Seja F(U) = e”ā + eb. Mostrar que 7º (1) 
tem o mesmo sentido que F(1). 
14, Seja PU) = 2coswt E + Asemor J, onde w é uma constante não nula. Mostrar que 


a) (Fux go) 


b) (fo. go) 
o) (fo x joy 
d) (80) . Fo. 


ass a qa 


= 


Capítulo 2 
CURVAS 


Neste capítulo, faremos um estudo sobre curvas, representando-as por meio de equações 
paramétricas ou de uma equação vetorial. Serão introduzidos vários conceitos necessários 
no estudo das integrais curvilíneas que será feito no capítulo V- 


2.1 REPRESENTAÇÃO PARAMÉTRICA 


Sejam 
=x) 
v=x) w 
í 2=40 


funções contínuas de uma variável 1, definidas para / € [a, b], Chamamos CURVA o É 
conjunto de todos os pontos (x;y, 2) determinados por estas equações, 


As equações (1) são chamadas equações paramétricas da curva e / é chamado pará- 
metro. 


Podemos obter uma equação vetorial de uma curva. Basta considerar o vetor posição 
FU) de cada ponto da curva. As componentes de 7(1) são precisamente as coordenadas do 
ponto (ver Figura 2.1). 


Escrevemos, 


i j —= MRO O ca | 
' FO = «08 + yD] + aok, agisb. 2) | 
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Figura 2.1 


Observamos que se as funções x =.x(0), y = (1) e z = a(f) são funções constantes, a 
curva degenera-se em um ponto. 


2.2 EXEMPLOS 


(i) A equação vetorial P(r) = 17 + tj + HE representa uma reta, cujas equações paramé- 


tricas são 
«= 
xo 
un = 


(ii) As equações paramétricas 
x=2 cost 
y = 2sent 


2=% 


representam uma curva no espaço, chamada hélice circular. A equação vetorial correspon- 
dente é 
FU) = 2costí + 2semj + MF, 


Gii) A equação vetorial 


FU) = ti + 1?) + 3R representa uma parábola no plano z = 3. 


2.3 DEFINIÇÃO 


Uma cueva plana é uma curva que está contida em um plano no espaço. Uma curva que 
não é plana chamada-se curva reversa, 


As curvas dos exemplos 2.2 (1) e (ili) são planas e a curva do Exemplo 2.2 (ii) é 
reveisa. 


2.4 REPRESENTAÇÃO PARAM ÉTRICA DE ALGUMAS 
CURVAS 


A seguir daremos a parametrização de algumas curvas consideradas importantes tendo em 
vista a sua utilização em muitos exemplos práticos. 


2.4.1 Parametrização de uma reta 
A equação vetorial de uma reta qualquer pode ser dada por 


KORTET A (0) 


onde à e À são vetores constantes e 1 6 um parâmetro real. 


Considerando as coordenadas de A (a, 4, a, que coincidem com as componentes 
do vetor ä e considerando também. as componentes do vetor À = (b,,b,, 5), reescrevemos 
G) como 


FM = (a, + ab E + (as + tb) + (ay + bp ë, (4) 
De (4), podemos dizer que as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto 
(a a,, a,) € tem direção bi + bj + byk são 
“0 =a,+1b, 
KO = a, + 1b, (5 
“O =a,+ tb, 
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(tl) Determinar uma representação paramétrica da reta que passa por A(2, 0, 1) e 
BC, 112,0). 


Usando (3), podemos escrever: 


Fo) = à + th, ondeã = (2, 0, De i 


EL 1/2, 0) - (2, 0, D 


=63 1/2, -1 
Logo, 
ORGED E CESSE) i 
Figura 2,2 ) 2 s 
=0-a0+ 17 +u-nE 
242: ¡Exomplos A Figura 2.4 ilustra este exemplo. 


(i) Determinar uma representação paramétrica da reta que passa pelo ponto A(2, 1, -1) na 
direção do vetor Ë = 27 — 3; + k. 


Usando (4), escrevemos 
HO = (D+ 127 + U MID) + El DE 
= (24+ 207 + 01-30] +14 Dk 


A Figura 2.3 nos mostra a representação gráfica desta reta. 


Figura 2,4 i. 


2.4.3 Parametrização de uma circunferência 
Uma equação vetorial da circunferência de raio a, com centro na origem, no plano xy, é 


FU) = acost Ï +asemtj, 0 <1 <2 (6) i 


Na Figura 2,5, visualizamos o parámetro 1,0 $ 1 S 2x, que representa o ángulo 
formado pelo eixo positivo dos x e o vetor posição de cada ponto da curva. 
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Figura 2.5 
Do triângulo OAP na Figura 2.5, obtemos 


xli) = acost 
KA) = asent, 


Quando a circunferência nño está centrada na origem (ver Figura 2.6), a equação 
vetorial é dada por 


Fu) =, +54) 


onde Ñ = xyi + yaf 


TU) = acostí + asen], 0 S'1 < 2x. 


Figura 2.6 
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Portanto, neste caso, a equação vetorial é dada por 


PU) = (xp + acost)i + (ya tasem)j, 0<1<2m m 


De maneira análoga, podemos obter uma equação vetorial para uma circunferência 
contida no plano az ou yz, Também podemos obter uma equação vetorial para uma crean. 
ferência contida em um plano paralelo a um dos planos coordenados, 
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(1) Obter equações paramétricas da circunferência x? + y -6r- 


dy +4 = 0 noplno 
2=3. 


Para encontrarmos o centro e o raio da circunferência dada, devemos completar os 
quadrados da equação x? + y? ~ 6x ~ 4y + 4 = 0, 
Temos, (x — 3% + (y - 2} = 9, 
Usando (7), obtemos 
A(N) = 3 + 3cost 
IU) = 2 + 3sent 
uN =3 Osisa 
A Figura 2.7 ilustra este exemplo. 


Figura 2,7 
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(li) A equação vetorial 


FU) = 27 + 3costj + 3semt É representa uma circinferênc 
pondente equação cartesiana. 


As equações paramétricas são. F 
«0 =2 hi 
y) = Joost a 
UN =3sent 01 ý 


Para detenminar a equação cartesiana, devemos eliminar o parámetro £. 


à 
Elevando ao quadrado cada uma das duas últimas equações e somando-as, obtemos 


y? +z? = cost + 9sentt a 
= 9(cos?r + sen?) 
=5, 
Portanto, a circunferência é dada pela intersecção de y! + 22 = 9ex = 2 


24.5 Parametrização de uma elipse 


Uma equação vetorial de uma elipse, no plano xy, com Centro na origem e eixos nos dire- 
ções dos eixos x e y (ver Figura 2.8) é E 


FU) = acost F + bsent J, Oss. (8 


Figura 2.8 


Consideramos um ponto P(x(t), y(1)) da curva, Traçamos um arco de circunferência de 
raio a, e outro de raio b, ambos centrados na origem, 


Marcamos, respectivamente, sobre esses arcos os pontos A de abscissa x e B de 
ordenada y. Pode-se verificar que os pontos A, B'e a origem estão em uma mesma reta. O 
parâmetro £ representa o ángulo que esta reta faz com o eixo positivo dos x. 


Do triângulo retângulo ONA, obtemos x = acost, e do triângulo retângulo OMB, 
y = bsent. 


Se a elipse estiver centrada em (x,, y) e seus eixos forem paralelos aos eixos coorde- 
nados (ver Figura 2.9), sua equação vetorial é 


FO = À + RO, 
onde = Xp 7 + JJ CRU) = acosti + bsentj, 0 S1 < 2n, 
Assim, 
FO = (xy 


+ acost)i + (yy + bsent)j, 0 S1 $27 (9) 


Figura 2.9 


24.6 Exemplos 


(1) Escrever uma equação vetorial da elipse 9x? + 4y? = 36, no plano xy. 


Podemos reescrever 9x? + 4y? = 36, como 
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a 
a + A = 1. Desta forma, usando (8), escrevemos 


FU) = 2costí + 3sent J, O $1 < 27 


(ii) Escrever uma equação vetorial para a elipse da Figura 2.10, 


Figura 2.10 


Na Figura 2,10, observamos que o eixo maior da elipse é paralelo no eixo dos x é mede 


6 unidades. O eixo menor é paralelo no eixo dos y e mede 4 unidades, 


O centro da elipse é o ponto (2, 1). Portanto, a equação cartesiana da elipse é 


=f ; 
te - Y, o-n 1 
Suas equações paramétricas são: 
XN = 2.4 3cost 
JU) = 1 + 2sent 
un =0 i Osiris 


e então, a equação vetorial é 


Hi = (2 + costi? + (1 + 2sen)j, 0515 2m 
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2.4.7 Parametrizagáo de uma hélice circular 


A hélice circular é uma curva reversa, Ela se desenvolve sobre a superfície cilíndrica 
a + y? = a. Este fato pode ser visualizado como segue, 


Consideremos parte da superfície cilíndrica x? + y? = a?, como na Figura 2.11. 


Figura 2.11 


Enrolemos à volta da superfície um triângulo retângulo flexível ABC de modo que 4 é 
© ponto (a, 0,0) e que o lado AB se enrola sobre a seção do cilindro no plano xy. A hipote- 
musa AC determina, então, sobre a superfície cilíndrica uma curva chamada hélice circular. 


Para parametrizar a hélice, consideremos um ponto P(x, y, z) da hélice cuja projeção 
no plano y € Q. O ponto P se originou do correspondente ponto M sobre a hipotenusa AC. 
A projeção de M é N e obviamente PO |. Temos ainda AN = AQ = at, 


Dessa forma, escrevemos 
xt) = acost 


5 RO 


= asent 


EO 
onde 8 é o ángulo agudo BÁC. 


= PÔ = AWIgO = artgo, 
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Podemos fazer tg 0 = m e escrever a equação vetorial da hélice circular como: 
FU) = acost E + asent j + amt k, (10) 


Observamos que (10) representa a equação da hélice esbogada na Figura 2.11, e 


portanto, m >0. Sua forma lembra um parafuso de rosca à direita, Poderíamos, de maneira $ 


análoga, encontrar a equação vetorial de uma hélice onde m < O, cuja forma lembra um 
parafuso de rosca à esquerda (ver Figura 2.12). 


Figura 2.12 


24.8 Exemplo 


Representar graficamente a hélice circular #() = cost 7 + sent J + tẹ para 0 S 1 < 3m 

Encontrar o seu vetor velocidade e o seu vetor aceleração. Mostrar no gráfico os 

rr (25) oa) 
4 4 


Já sabemos que a hélice circular dada neste exemplo se desenvolve no cilindro 
tiel 


Podemos tabelar alguns pontos convenientemente (ver Tabela 2.1) e esboçar a curva 
(ver Figura 2.13). 


Tabela 2.1 
EO) 


(0, 1, 1/2) 


r (10,5) 
3n/2| (0,-1,37/2) 
2n (1, 0, 2x) 
3 (-1,0, 3) 
Figura 2.13 
O vetor velocidade é dado por 
r dr 
1) = 
= 
= senti + cost j + E, 
€ o vetor aceleração é 
aq) = É 
dt 
= -costT — sent J. i 
E i 
Portanto, i 
1 


Os vetores i(9x4) e (9x 4) podem ser vistos na Figura 2.13, 


350 CáleuloC Cap. 2 


Cop. 2 Curvas 51 
2.4.9 Parametrizagáo de uma ciclóide Portanto, as coordenadas de P são 


OT - AP = 


is È 1! — asent = alt — sent) 
A ciclóide é uma curva que surgiu para solucionar dois problemas famosos: 


(1) A determinação da forma de um cabo, de um ponto A a um ponto abaixo B, como mostra 
a Figura 2,14, tal que uma bolinha sem atrito, solta em um ponto P entre A e B sobre o cabo, 
gaste o mesmo tempo para alcançar B, qualquer que seja a posição de P. 


y = AT TT - RO = a - acost = ul - 
Essas equações são válidas para qualquer P. Logo, 


cost), 

a equação vetorial da ciclóide é 
FI) = alt ~ sent)? + al - cos. 

(ii) A determinação de um único cabo que liga A a B, ao longo do qual uma bolinha escor- 

regará de A a B no menor tempo possível. 


an 
Quando r varia de O a 2x obtemos o primeiro arco da ciolóido. 


2.4.10 Exemplo 


Escrever a equação vetorial da curva descrita 


pelo movimento de uma cabeça de prego em 
sm pneu de um carro que se move em linha reta, se o raio do pneu é 25 cr 


Figura 2.14 


Supondo que a cabeça do prego se encontre localizada no pneu no ponto #, conforme 
Esses problemas são resolvidos, considerando-se o cabo com a forma de meio arco É Figura 2.15, sua trajetória é uma cietóide. 
Maade Usando (11), temos que 
A ciclóide pode ser descrita pelo movimento do ponto P(0, 0) de um círculo de raio a, 


i FO = 254 = senn? + 250 = j. 
centrado em (0, a), quando o círculo gira sobre o eixo dos x (ver Figura 2.15). ř Y + 25t1 — cosnj 


2.4.11 Parametrização de uma hipociclóide 


Uma hipocilóide é a curva deserita peto movimento de um Pomo fixo P, de um cfreulo de 
raio b, que gira dentro de um circulo fixo de raio a, a > b (ver Figura 2.16), 


Figura 2.15 


Quando o círculo gira um ángulo £, seu centro'se move um comprimento OT. Na 
Figura 2.15 temos OT = ÍP = at, CT =a, CA = acost e AP = asem. 


Figura 2.16 


marte ças 
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Suponhamos que, inicialmente o círculo de raio b tangencia o círculo de raio a no 4 


ponto (a, 0) e que o ponto P é este ponto de tangência. 


Para parametrizar a curva, vamos analisar a Figura 2.17, onde demarcamos o ponto P, 
quando o ponto de tangência dos dois círculos é T. 


Pela construção da curva, temos que os arcos 47 e É7 são iguais. 


Portanto, 


a 
at = bacassima = 7 t 


Figura 2.17 


Por outro lado, como B = PÊD, segue que 
P=a-r 


a 
i-t 
nl 


Cop? Curvas 53 


Queremos determinar as coordenadas x(1) e y(1) do ponto P, Temos, 


x = OB + BM 


(a — b) cost + bcosß 


(a — by cost + beos C=) 


y= PM 
= BN 


=BC-W 
= (a — b) sent — bsenf 


= (a = by sent — bsen Ly 


b 
Portanto, as equações paramétricas da hipociclóide são 


xti) = (a — b) cost + bcos am 


t (12) 


YU) = (a — by sent — bon LD 


L 


A equação vetorial correspondente é 


Fu) [la = brcos + cos £ =n r + [a = ssent — ¿sen 


la - b) 


] E a3 


Os cúspides ocorrem nos pontos onde o ponto de tangéncia dos dois círculos é o 
ponto P, Portanto, ocorrem quando 


at=n.2mb , n=012,.., 


ou ten. 2a? CE EE E E P 
a 


Um caso particular muito usado é o da hipociclóide de quatro cúspides (ver Figura 
2.18) que é obtida fazendo b = P 
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Substituindo o valor de b = F em (12), obtemos 


x= a (cost + cos3 


Figura 2,18 
Usando as relações trigonométricas 
cos31 = 4cost — 3cost 
sen3t = 3sent - 4sen't, A 
vem 
x) = acos’ 
M0 = asemt. , 
Assim, uma equação vetorial da hipociclóide da Figura 2.18 é dada por 


FU) =acosti + asen] Vire 10,21) 


Eli 
hipociclóide, que é dada por 


(14) 


(15) 


inando o parâmetro 4 das equações (14) obtemos a equação cartesiana dest 


(16) 


24.12 Exemplo 


Dada 4% + y? = 2, encontrar uma equação vetorial desta hipociclóide, Encontrar o vetor 


A 346 
velocidade e o vetor aceleração no ponto [=7-+ F 


Usando (15), escrevemos a equação vetorial 
FU) = 2W2 cos UE + 2V3 sent J. 


O vetor velocidade é dado por 


sun) = Ë 
de 


E —6VZ costsem È + 642 sen?r cost J. 


O vetor aceleração é 


am é j = 
än = = = VÊ (cost — 2sent1cost)T + 6V7 (2cos?r sent 


sen?) j. 
Noponto (2, SAE), temos que = > 
Portanto, 


2413 Parametrização de outras curvas 
Na seção 2.1 vimos que uma curva pode ser representada por uma equação vetorial, Exis- 
tem ouis formas de representação de uma curva, Por exemplo, o gráfico de uma função 
Contínua y = ftx) representa uma curva no plano xy. A intersecção de duas superfícies 
fepresenta, em geral, uma curva no plano ou no espaço. 
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A seguir, encontraremos uma representação paramétrica para algumas curvas repre- 
. sentadas como intersecção de duas superfícies. 


24.14 Exemplos 


(i) Escrever uma equação vetorial para 


y=5r+3no plano 2=2. 


Solução. A curva C que queremos parametrizar é a intersecção dos planos y = 5x +3 e | 


2=2 
Fazemos 
EORI Figura 2.19 
M0 35143 A Figura 2.19 mostra um esboço da curva. Para parametrizá-la, observamos que x e y 
sa devem satisfazer a equação 
ea 2eyax ey ou 


FU) = E + (St +37 + 2È. ou ainda 


Observamos que esta parametrização não é única. Também poderíamos ter feito, por `I 


exemplo, i 
x0=2+1 ) Esta circunferência é a projeção da 
O=) curva sobre o plano xy. Fazemos então, 
=2, 
EO) x = cos | 
centão, i 
E - OR 1,3 $ h 
PO = (2t + DE + (101 + ÒF + 2R. I= qtos, elo 2a. | 


(li) A intersecção entre as superfícies z 
uma equação vetorial desta curva. 


È + y e2=2 + y determina uma curva, Escrever Substituindo o valor de y na equação z = 2 + y, oblemos 


1 
20 + Zoe 
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Usando (9), temos 


yO = 1 + cost 


Beou? «E +) + E + Ss. reto, 21) 
2 E 
(ill) Representar parametricamente a curva dada pela intersecção das superfícies x + y=2e | 
DPL =U y). 


un=vPsen , velo 2n} 
Substituindo o válor de yem x + y = 2, encontramos 


“0 = 2— (1 + cost) 


Dessa forma, 


FO = A- cos? + (+ cos + JZsemE, 1e (0, 2r), 
Ea equação vetorial pedida, 


2.5 CURVAS SUAVES 


Uma curva pode ter pontos angulosos, Vejamos dois exemplos, 


0) Seja FI) = 1 


A Figura 2.21 mostra esta curva. O ponto (0, 0), correspondente a 1=0, é um ponto 


Figura 2.20 anguloso, Observamos que 7º (0) = 


A Figura 2.20 mostra um esboço da curva. 
Neste exemplo, é conveniente projetar a curva no plano yz ou no plano xe. 
Projetando no plano yz, temos 


ON 22 


Figura 2.21 


jeçã +, 0sts1 
Logo, a elipse (y -- 1} + E = 1 representa esta projeção. WD Seja zin j 


J: Isesi 
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Na Figura 2.22, temos um esboço desta curva, Podemos observar que o ponto (1, 1), 
correspondente a t = 1, é um ponto anguloso e que a derivada 7' (1) não existe. 


Figura 2,22 


Geometricamente, uma curva suave é caracterizada pela ausência de pontos angulo- =: 
sos, Em cada um de seus pontos, a curva tem uma tangente única que varia continuamente 
quando se move sobre a curva (ver Figura 2.23). 


Figura 2.23 


Sempre que uma curva C admite uma parametrização FU), £ € 1 E R, que tem 
derivada contínua 7º (8) e 7º (1) # Ô, para todo t € I C é uma curva suave ou regular. 


Uma curva é suave por partes se puder ser dividida em um número finito de curvas 
suaves, 


2.5.1 Exemplos 


(i) Retas, circunferências, elipses, hélices são curvas suaves, 


Gii) As curvas dos exemplos 2.5 (i) e (li) são curvas suaves por partes. 


(il) A ciclóide e a hipociclóido são curvas suaves por partes. 
(iv) A Figura 2.24 mostra esboços de curvas suaves por partes, 


w i e 
Figura 2,24 
2.6 DEFINIÇÃO 
a) Uma curva parametrizada F(1), t € fa, b) é dita fechada se Fia) = Fib} 
b) Se a cada ponto da curva corresponde um único valor do parámetro + (exceto quando 
t=aet= b), dizemos que a curva é simples. 


2.6.1 Exemplos 


(DA Figura a 2.25 mostra esboços de curvas fechadas simples. 


f 
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USA 


Figura 2.25 


(ii) A Figura 2.26 mostra esboços de curvas que não são simples. 


2 Q) 


Figura 2,26 


2.7 ORIENTAÇÃO DE UMA CURVA 


Se um ponto material desloca-se sobre uma curva suave C, temos dois possíveis sentidos de 
percurso. A escolha de um deles como sentido positivo, define uma orientação na curva C. 


Suponhamos que a curva C seja representada por . 
PO aui yJ + mê, rela b} 


Convencionamos chamar de sentido positivo sobre C, o sentido no qual a curva é 
traçada quando o parámetro £ cresce de a até b (ver Figura 2.27). O sentido oposto é 
chamado sentido negativo sobre C. 


tt 


Figura 2.27 
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De acordo com nossa convenção, sempre que uma curva suave C é representada por 


FO = UÑ HOJ ak, tela, b), 


C € uma curva orientada e o seu sentido positivo de i 
percurso é o sentido dos v: 
crescentes do parâmetro £. iii 


Se uma curva simples C'é suave por partes, podemos orientá-la, 
ra 2,38, orientando cada parte suave de C. ` 


Ak 


Figura 2.28 


commo mostra a Figu- 


27.1 Definição 


Dada uma curva orientada C, representada por 


Ea 


FO = ai + xo] tank, reta b); 


( 
í 


.2 
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a curva -C'é definida como sendo a curva C com orientação oposta. A curva -C é dada 


(iv) Parametrizar o segmento de reta que une o ponto A(O, 0, 1) ao ponto B(I, 2, 3), no 
por 


sentido de A para B. 
FM=Ha+b-0 “Conforme 2.4.1, a reta que passa pelos pontos A e B pode ser parametrizada por 
=exasb-ni+yxarb-0j+zasb-Dk , tela b} De E A 


Podemos escolher o vetor posição à = (0, 0, 1) Como queremos o segmento de 
reta de A para B, o vetor direção Ë é dado por 5 = (1, 2, 3) — (0, 0, 1) = (1, 2, 3). 


eE 2.7.2 Exemplos 


H (1) Na parametrização da reta do Exemplo 2.4.2 (1), o sentido positivo de percurso é do `; Temos então, 


ponto A para o ponto B. FO = (0, 0, D) +1, 2, 2) 
= U, 2 1+ 2) 


Precisamos determinar o intervalo de variação do parâmetro /. 


Gi) O sentido positivo de percurso sobre uma circunferência parametrizada como em 2.4.3, 
éo sentido anti-horário, 

i igem e raio a no sentido horário. A 
(ii) Parametrizar a circunferência de centro na origem A ido pi 


Solução. Queremos a curva -C, onde U, 21, 1+2) = (0, 0, 1. 


C: FU) = acosti + asentj, 1 € [0, 21} 


Pela definição 2.7.1, temos 


Portanto, / = 0, 


No ponto B, temos 


-C F = PO + 2n- 1) 


(1,24, 1 + 21) = (1, 2, 3) e conseqüentemente, t= 


acost2n — MÍ + asenn — DJ, Uma equação do segmento de reta que une o ponto A ao ponto 8 é dada por 


FO = (1, 24, 1420 


acosí — asentj, £ € (0, 21) © tew 


A Figura 2.29 ilustra este exemplo. A Figura 2.30 ilustra este exemplo. 


Figura 2.29 


Rapa. 


Figura 2.30 
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Observamos que sempre que queremos parametrizar um segmento de reta com orien- 
ação de A para B, podemos tomar o vetor à como sendo o vetor posição do ponto A e o 
vetor direção Ë como B — A. Neste caso, o parâmetro £ terá uma variação no intervalo * 
10,0. 


Sempre que nos referimos a um segmento que une o ponto À no ponto & estaremos 
entendendo que o sentido é de A pura B. a. 


(y) Parametrizar o segmento de reta que une o ponto (1, 2, 3) ao ponto (0, O, 1) (ver Figura E 
230. 


Fazemos 7 (1) = ā + 1b, onde 


TE] 
Č = (0, 0, 0-(,23 
=l - 2, - 2) 


Figura 2.31 
Temos, 
FI = 4, 2, 3+- -2, -2) 
=(1-1 2-2, 3-2), 1e(0,1) 
Também poderíamos ter usado o resultado do Exemplo (iv) e a definição 2.7.1, 


De fato, como 


FO = 2 1+20, teto 1, 
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FW=H0+1-n 
=U-n A-o 1421-01) 


=(1-42-2,3-2, elo) 


2.8 RETA TANGENTE 


Seja C uma curva suave representada por 


FO SOTAA] +k, veta b) 


Sejo P (xy. Yy 2,) UM ponto de C'e t o correspondente valor do parámetro r. Conforme 
vimos em 1.9.3, o vetor 7” (14) é tangente à curva C em P, 


Portanto, uma parametrização da reta tangente à curva C no ponta P, é dada por 


400) = F(ty) + OP (ta) , onde o € um parâmetro real (ver Figura 2.32). 


Y 


Figura 2.32 


2.8.1 -Exemplos 


C Determinar a reta tangente à curva 


2cost É + 2sent j 


< no ponto (VE V3). 
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Temos, 
FU) = 2eost È + 2sent J; 


FU (1) = -2sent Ï + 2cost J. 


1 Para obter o valor de ty correspondente ao ponto P, usamos as equações paramétricas 
da curva, que são dadas por 
x= cost 


y = ent. 
No ponto P(42, /2),temos 
VI = 2costy 
1 VĒ = 2senty. 
x 
E Portanto, lp = ~- 
tanto, fg = E 
. A equação da reta tangente, será dada por 
P 0) = Flea) + OP (to) 
1 = (2cos 37 + em E 5) + (Men ET 4 20083) 
= (VĒ = Jão)7 + (VE + Aa). 


A Figura 2.33 ilustra este exemplo. 


Figura 2.33 


(1i) Determinar a equação de uma rela T, que passa no ponto (1, 0) e é tangente à curva C 


dada por 
Fo 


Solução: Para 1> 0, o vetor 7º (1) = 247 + 31 J é tangente à curva C. 


Portanto, como a reta T passa no ponto (1, 0) e é tangente à curva C, cla pode ser 
representada por 
dí) = (1, 0) + (21 3º) 


= (1420, 3%). 


Precisamos determinar o valor de t. Para isso, observamos que, no ponto de tangência, 
os vetores F(1) e ¿(0 coincidem, Assiro, temos 


= 1420 


P=3ñ0 
Resolvendo o sistema, obtemos £ = +V3, Como FU) é definida para 120, o valor 
procurado é 1 = +43. 


A equação da reta / € dada por 
to) = (1+230, 90) 


A Figura 2,34 ilustra este exemplo. 


Figura 2.34 
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29 EXERCÍCIOS 


1. Esbogaro gráfico da curva descrita por um ponto móvel P(x, y), quando o parâmetro $ 
varia no intervalo dado, Determinar a equação cartesiana da curva em cada uin dos | 


itens: 
à) x = 2cost 
y = 2sent, 0<1< 2u 
Tb) x = 4cost 
y = dsent 


2 „Osis 


€) x = 24 Asen 
y =3- 2000, 05152 
dx=t+1 
y=0+4 
222, -o<i<rm 
2. Obter a equação cartesiana das seguintes curvas: 


DS (e El +5) 


b) AD = (121, 2142) 
o RN = (=h s? +1 2) 


3, Determinar o centro e o raio das seguintes circunferências e depois escrever uma? 
equação vetorial para cada uma. 


0 


72 Sy 


b) a? ty? -6x t 8y = 0 


gr+yasy-2= 
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4. Identificar as curvas abaixo e parametrizálas, Esboçar o seu gráfico. 


a) 2x7 + 2y + Sa 4 2y - 


b) 2x7 +5 


6x-2y+4=0 
c) a? 42y? -4x-2y=0 


dd —8y44=0 


5. Verificar que a curva 


FU) = 3coshr É + Ssenht 7 é à metade de um: 


A a hipérbole, Encontrar a equação carte. 
siana. 


6. Determinar uma representação paramétrica da rel 
do vetor 5 „onde: 


y Als. de Deba 


b) AO, 2) e È = si 
DAL 0) e È 
D AZ, 2. V3) e 5 


si -2j + sË 


Si -ak 


7. Determi 
+ Determinar uma representação 


a paramétrica da rela que passa pelos pontos A é B, 
onde; 


a) AQ, O, Dema, 4, 0) 
2) e B0, 0, 2) 


Dema o 


3) e Bm —l, 2) 
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8. Determinar uma representação paramétrica da reta representada por: 
a y=- 2=2 
b) 2 = Sy + 4z = 


€) 2x -5y +z =h, 


dx -2y 52 =1 

y-x=4 

9. Encontrar uma equação vetorial das seguintes curvas: 
add 224 


b)y=2, z 


c) Ux +1? + y? =10, 2 =2 
D)y=a2,2=2 

CEET AETI 

Dy=a 2 dry 

8) Segmento de reta de A(2, 1, 2) a BG-I, 1, 3) 


h) Circunferência de centro em (2. 2) raio 2 no sentido anti-horário 


i) Circunferência de centro em (2. 2)e raio 2 no sentido horário 
J) Segmento de reta de C(0, 0, 1) a (1,00) i 

k) Parábola y = +Vx, 0 $ xs! 

1) Segmento de reta de A(I, -2, 3 a BA, 0, —1) 
my=n-7+3x 2051553 


mx+y+z=l 2=x-2y 


0) a? +y? =l, 2=2x-2y 
MPL = 


q) Segmento de reta de E(3, 3, - a F(4, 5, -2). 


Cop. 2 Curvas 73 


41 10. Esbogar as curvas seguintes, representando o sentido positivo de percurso. Obter uma 


parametsização da curva dada, orientada no sentido contrário. 
a) FO) = (2 + cost, 1 + seni), 1 € (0, 27] 
b) FM = (1, 1+2, 241, 1 € (0,1) 


e) Fe 


=(2-12+1 4-20, 1 e 1,2 
d) FO=(-1, 4241), 1 e 1,2 
e) FU) = (1 sent, I= cos, 1 € (0, 2x) 
£) FU) = (1 + cost, L+sem, 20), 1 € (0, 4x) 


8) FU) = (2008, 2sen™), 1 € [o 3. 


11, Determinar uma equação da reta tangente às seguintes curvas, nos pontos indicados. 


Pl, 2, 3) 


€) FU) = (Qcosr, 2sent, 40); a(s ES 


d) F = èi + Cj Pa, 8) 
e) Fi) = (cost, sent, 1°); ty -3 


f) FU) = (2cost, 2semt, 30% ty = 5 


aro=(, 1 Pe 2 
va 


Ss 
h) Fa (e, 


s WE): t = 0 


D ři = (n P, h B = 0,1, D 


RABO - 
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“12, Determinar a equação de uma reta s que é tangente à curva 


FM) = (1. 


13. Se ři) 1?) para todos os reais £, determinar todos os pontos da curva descri j 
ta por F() nos quais o vetor tangente é paralelo ao vetor (4, 4, 3). Existem alguns / 
pontos nos quais a tangente é perpendicular a (4, 4, 3)? 3 


2,10 COMPRIMENTO DE ARCO 


) 1 < Le passa na origem. Seja C uma curva dada pela equação vetorial 


TO = 00 +, t e (ab) 
Vamos calcular o comprimento £ de um arco 42, comt e (a, b} 


Seja 
14. Determinar a equação da reta tangente à curva A 
TT MEA 


uma partição qualquer de (a, b) Indicamos por €, o comprimento da poligonal de vértices 


F(N) = (acost, asent, br) em um ponto qualquer da curva. 


15. Determinar os pontos em que a curva 


e Ee A= R, = (tp). H E i 
FN = (r ~ 1) + (P +) + 30 É conaoplano3x-2y-2+7=0. am = ob A =)... B = P, =). i 
tão, 
16, Verificar que a curva FU) = iost 7 + sent J + IÑ, 1 2 O está sobre um cone, E , 
17. Verificar quais das seguintes curvas sño suaves: ta = DG) - Fia 
ia 
A` DADs Arj e > E = 
Co = D A) ed + Di) a F : 
© Dansje E | È DO = a + Te) = E a A 


e i Na Figura 2.35 visualiz is i p 
a dió “lizamos uma curva C, onde a poligonal foi traçada para n = 6, 


d) FU) = (3c09h, Isen?) 1 € [ 


2 90 


= (2c0st, 3sent) 1 e (0, 2} 
18, Verificar que as equações vetoriais 

ro) = (0,0), 25053 

erns (M 0, 4<159 


representam a mesma curva. 


Figura 2.35 
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Intuitivâmente, podemos afirmar que se o limito de £, quando n — œ existe, está É 


Substituindo (5) em (1) e (2), obtemos 
limite define o comprimento € do arco ÁB da curva C, ou seja, 


er + Dre) fe G ae o 


t= lim é, onde At = |t- fai} aj 


mirana 


Se a curva C é suave, podemos encontrar uma fórmula para calcular o limite de (2), 
Temos o seguinte teorema, 


mia 
a 


2.10.1 Teorema 
Usando (4), escrevemos 


h a 
es MAREO di 
a 
ü Ii MO EA 


que é resultado procurado. 


Seja C uma curva suave parametrizada por 7(1), a S 1 $ b. Então, 


ejr de o] 


Prova. Para provarmos este teorema, vamos utilizar o seguinte resultado cuja demonstra} 
+3 ção será omitida. 


A “Se as funções x(), Mt) e z(1) são contínuas no intervalo (a, b), e se P é uma partição A A 
i s lo por 


e= [rea af Ponds a fr A 


onde [a, tl [ts «es [tp b] SãO os subintervalos de fa, b) nos quais a curva C é suave. 


dointesvalo (a, b] (P: a = ly <h < o< ha <h < o< ip = b) 6%, elis) 
números quaisquer em (f.y 4), então É 


imo Er bt] o - 
IS a 


t _ Se Cé uma curva suave em [a, b), temos que x= a(0), y = (0) ez = 241) são funções 


2.10.2 Exemplos 


(1) Encontrar o comprimento do arco da curva cuja equação vetorial é 


FO = +0 paal sisa 
Temos, 


existem números in, 11 e ty em Gr v 9 tais que 


' a(n) = alta) = «(0 Ah 


a 00 = ia) = y (ti) 


alt) - ta) = (1) 


E 
y 
i 
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Aplicando (3), obtemos 


1 RO y A) A di, 
ef Orar 
Esta integral pode ser resolvida por substituição, fazendo n = 9% +4. 
Temos, 


LP gro g 4) en | 
e 5) OPP + 42 r 


a 


1 Oraa” 
536 yz 


= zlo” ET) 


= zle VE +4)" 1348] 


(ii) Encontrar o comprimento da hélice circular 


Fa) = (cost, sent, 1) do ponto ACI, 0, 0) a B(-! 


Temos que 


FP) = (-sem, cost, 1) 


fr) = Vent + costr + 1 


Para ACI, 0,0) temos £ = O e para B(-1, 0, 1) temos t = x, 
Usando (3), obtemos 


IE 


= vê. 
2.10.3 Função comprimento de arco 


4 
Na integral € = [IF (rj di, se substituimos o limite superior b por um limite variável 
tutela, b), a integral se transfora em uma função de 1. 


Escrevemos, 


so = fije(rjar. m 


À função s = (€ chamada função comprimento de arco e mede o com 
teto de Cno intervalo fa). 045.3 05 E poda pin Au 
de tumn compo a pio pah 

aabt. m:a y bios 


2.10.4 Exemplos 


ento de 
pu? colar cli, o ple 


yi mA collie d fot libido Trevis 
: wear 


(6) Escrever a função comprimento de arco da Circunferência de rajo R, 


Vamos usar (7), observando que o limite inferior de inte 
Por qualquer outro valor 4, tye a, b), isto é, o ponto da curv, 
ser escolhido de mancira arbitrária. 


ração a, pode ser substituído 
a correspondente a s = Q pode 
tad 7 hot) fe 


y 
ES la 
CORTET SAN 


sns firar parla| pls LE) 
“Eee = Rh, onde usamos FU) = Reost F + Rsen de 


(D Encontrar a função comprimento de arco da hélice circular 


Escolhendo a = 0, temos 


FU) = (2cost, 2sent, 1) 
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Vamos novamente usar (7) e escolher a = O, Temos, 
so = [Var 


= St, 


2.10.5 Reparametrização de curvas por comprimento de 


arco 
É conveniente parametrizarmos algumas curvas usando como parâmetro o comprimento de 
aros É 
i y 
Para reparametrizarmos uma curva suave C, dada por jl 
HO = aË + OJ + nk, 1 € la, b) (0 


procedemos como segue. 

6) Calculamos s =s(0, usando (7). 

(ii) Encontramos a sua inversa (= t(s), 0 Ss $ £ 
(ii) Finalmente, reescrovemos (8) como 


his) = FG) 


= MUDE + Y] + ask, 055 SL 


“Temos então, que i(s) descreve a mesma curva C que era dada por F(1), mas com] 


uma nova parametrização, onde a variável s; O < s < £, representa o comprimento de.) 


arco de C. 


2.10.6 Exemplos 
(i) Reparametrizar pelo comprimento de arco a curva 
C: FU) = (Reost, Ren), 051 52m. 
A função s = (1) já foi calculada no Exemplo 2.10.4 (1). 
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Temos, 

s=s() = Rt 
Esta função é uma função linear, cuja inversa é 


ts) E, 


E 0sss2m, 


Portanto, 


ds) = FUG) = (Reos 2 Reen Z), O < $ < 2RR, 6a reparametrização da 
cunferência dada. 


(ii) Reparametrizar pelo comprimento de arco a curva dada por 
Fu) = (e'cosr, e'sent), 1 > O 


Vamos calcular a função comprimento de arco s = (1). 


Temos, 
FU) = (e'cost — e'sent, e'cost + e'sent) 
e 
tram) = Ze. 
Logo, 


Podemos escrever 
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mA 
hc cr 


its = É [E (cod EA) a sea(m z 2) s20 


ib) Dada uma curva Crepresentada por FU), mostrar que se [71] = 1, então o parâme- 
tro 1 é o parâmetro comprimento de arco de C, 


centão. 


De acordo com (7), temos 


ses r(r) de. 


Como 7º (t) = 1, vem 


far 


O parámetro + € o pardo comprimento de arco s, de C, 
(iv) Verificar que a curva 
E E 
ER ep 
ciw- (5 E 
está parametrizada pelo comprimento de arco. 
Basta aplicar o resultado do exemplo anterior, 


Temos, 


ad) «(x 
PE 
af 
5 3 eS 
=L 


Portanto, a curva C dada tem como parâmetro o comprimento de arco. 


Dieron 
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(Y) Seja Cuma curva suave reparametrizada pelo comprimento de arco, Mostrar que, se Cé 
representada por fis), então fi! (o) = 1, 


Temos, 


fts) = Feto, 
Usando a regra da cadeia, vem 


ires) 


PEDR 
a E. 
Pu 0) 


Como a(s) é à inversa de s(1) e z = |F" (| temos que 


CN 
Substituindo em (9), vem 


hts) = Po) n 


Portanto, 


2.11 VETOR TANGENTE UNITÁRIO 


Dada uma curva suave C, 


Queremos encontrar, em cada ponto de C, um vetor tangente à 
curva C, que seja unitário. 
Em 193, vimos que se a curva C é representada por 


FO = (40, 100, 20), 
O vetor Fº (1) € tangente à curva C. 
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O vetor 


ün = DO i [O 


rl 


é denominado vetor tangente unitário à curva C. 


Por outro lado, no Exemplo 2.10.6 (v) vimos que quando C é representada por ' 
fts) = (x19), yts), zs), onde s é o parámetro comprimento de arco, |j (s)| = 1. Assim, 
neste caso, o vetor tangente unitário é dado por 


ico) = Rr cs) 10) 


2.11.1 Exemplo 
Encontrar o vetor tangente unitário à circunferência de raio 2, centrada na origem, no ponto 
PVZ, 42), 

Uma parametrização dessa circunferência é dada por 


FU) = (2cost, 2sent), O SIS 2 


Usando (1), temos 7 

j 

Y 

E 

na 

= (-sent, cost). säl 

z dE Y 0 

Para P(V2, 2) temos que 1 = então úl z) = 7) 60 vetor tj 
gente unitário à curva em (VŽ, 42). É 


usando o comprimento de arco s como parámetro, vem 


E s s o 
= >. 2sen—). 
iw) (cos zan 3) É 
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ar. Temos, 


äts) = Ñ’ (s) 


No ponto P(V2, V2) temos s 


2.11.2 Proposição 


Ea e uma curva suave dada por (5), onde s é o parámetro. comprimento de arco de C. Se 
its) éo vetor tangente unitário de Ce ii (s) # 0, então iz ü : 
pies , então it (s) é ortogonal a its) e aponta 


Prova parcial, Provaremos que (5) é or ü 
. o logonal a its) e a seguir daremos uma visuali- 
zação geométrica de que i' (s) aponta para o lado côncavo de C, nei 


Desde que ii = ñ(s) é unitário, temos 


Derivando, obtemos 


Logo Ù tortogonta i. 
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5 an = Cop2 Curas 87 
h Para verificar que i (s) aponta para o lado côncavo de C, vamos analisar geomet Temos, 
g mente a expressão d 
$ im. LO 
$ i ül üt) = 
$ Tore m OEA Pal 


Aso As 
Observando a Figura2.36(8), vemos que para As > 0, o vetor Ai = ils + As) — ils) 


2 2 
-(3u Ze $) 
aponta para o Indo côncavo de C. Como As > 0, o mesmo ocorre com o B 
quando As — 0º, . 5 E 
a Pas cos, - sent, O 
Para As < 0, o vetor Ai aponta para o lado convexo de C (ver Figura 2.36(b). 3 a sen 0). 


O valor de £ correspondente ao ponto Pé 1 = *, Portanto, 
E . 


Porém, como As é negativo, o vetor = aponta para o lado oposto de AÑ. Desta forma, o 
aj ae no nesse ponto, temos 


limite de = quando As > 0” aponta para o lado côncavo de C. 
Concluímos assim, que ñ (s) aponta para o lado côncavo de C. 
m (8) 
a. 
q 


A Figura 2,37, mostra os vetures ie i encontrados. 


a a o 
Figura 2.36 


2.11.3 Exemplo 


Seja C a hélice circular dada por FU) = (2cost, 2sent, /3 1). Representar geometrica-- 


mente o vetor tangente unitário í(£) e o vetor ¡7 (1) no ponto (a. Y, 2 


Figura 2.37 
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2.12 * CURVATURA Prova. Seja s o parámetro comprimento de arco de Ce ii = is) o vetor tangente 
(s) o vet 
1 TI unitário. 


A Figura 2.38 mostra duas curvas C, e C,, onde representamos os vetores tangentes unitá- 


> di ds 
a rn-Ê é 
rios em alguns pontos. S 
PE E T 
OEE- ( de 
a a 
dá. 
ni o di di 
Figura 2.38 i dù ds 
Podemos observar que na curva C,, à direção do vetor tangente unitário varia mais ds di 
rapidamente quando nos deslocamos sobre a curva. Temos a seguinte definição: Sl a ds? dês 
= (£) + üls) ae y 


2.12.1 Definição ds 2 
PEPE E. E O 
PD x P") = its) =i <f (E) + io] 


ponto como | MN uia e ds d 
mepa w (E) mx con + (e $) (its) xs] 
ou s 
= (5 fics) x i oh 


ks) = it 
A expressão (1) nos diz que a curvatura € a taxa de variação do vetor tangente 
unitário i() em relação ao comprimento de arco s. Como este vetor não varia em intensi- 4 
dade, ela exprime a razão de variação da direção do vetor i(s). Assim, geometricamente, 
podemos dizer que a curvatura k(s) nos dá a razão dé variação da direção da tangente, 
quando esta se desloca sobre a curva. : 


” é CON 
porra = [E] or 
Po ar lit) x 7 
ds 
Como — = |7" (1), vem 
7 Fa, 
[Co x 7º (op = [Of fico) x ic] 


A = [E COP EON fit (5) sen O, 
onde 9 é o ângulo formado por is) e i (s), 


*: Como its) = 1, fit (s] = ke! (s) é ortogonal 
gue que 
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Se uma curva suave C'é dada por 741), onde é um parâmetro qualquer, sua curvatura pode 
ser expressa por 


ñi(s) (ver Proposição 2.11.2), se- 


xe 


“o 
cor 
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2.12.3 Exemplos 


G) Calcular a curvatura da circunferência 


C: FU) = (acost, asent), t e [0, 2x). 
Usando os resultados do Exemplo 2.10.6 (I), escrevemos 
si Ear. 
C ito) = (acos£ asen?) 
aaa 
onde s é o parámetro comprimento de arco. 
Temos, então 


üs) = Ñ’ (s) 


s s 
= (sen 5, cos) e 
a a 


1 s 
rodak, 
A 


Portanto, a curvatura de C é dada por 
kis) = fit (9) 
1 


a 
Gi) Encontrar a curvatura da parábola 7(0) = (f, 1) < < t < o, 
Usando a fórmula (2), temos 
(ani: 
10, 207 
poe AS A 
da a 


Podemos observar, neste resultado, que para £ = 0, k tem seu valor máximo e é É! 
k = O quando il => + e», 3 


Ko = 


2.12.4 Círculo de Curvatura 


Quando k + O em um ponto # de uma curva C, podemos encontrar o cfreulo de curvatura 
de Cem P (ver Figura 2.39). E 


Este círculo tem as seguintes características: 
(1) Está contido no plano formado pelos vetores ii e i, 


(ii) Está centrado na semi-reta de origem em P, na direção do vetor i’, 


(il) Tem raio R = =, onde k é a curvatura de Cem P, 


Figura 2.39 


O raio R do círculo de curvatura é chamado raio de curvatura de C emP, 


1 
Como a curvatura de uma circunferência de raio R é p (ver Exemplo 2.12.3 (1), 
“emos que a curvatura de C coincide com a de seu círculo de curvatura em P, 


Podemos dizer que, nas proximidades de P, o círculo de curvatura é o círculo que 
melhor aproxima a curva. : 


2.1 2.5. Exemplos 


C Determinar o raio e o círculo de curvatura em um ponto qualquer da circunferência 


C: FU) = (a cost, asent), 1 e [0, 25). 
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No Exemplo 2.12.3 (1), vimos que a curvatura env um ponto qualquer de Cé k = 2, Para determinar o círculo de curvatura, devemos calcular o ve 


>» retor ti ü 
Portanto; o rio de curvatura é R = a. n co vetor dé (1). Temos, ASIA 
Para determinar o círculo de curvatura em um ponto qualquer P, basta observar que a ño = EO 
semi-reta de origem em P, na direção de ii contém a origem, que é o centro da circunferên- [Pol 
cia dada (ver Figura 2.40). A 
Portanto, como o raio de curvatura é R = a, o centro do círculo de curvatura é (0, 0). Virar 
Dessa forma, o círculo de curvatura coincide com a circunferência dada. > O) = (1, 0% 


Portanto, a semi-reta com origem em P(O, 0), na direção de ! € o eixo positivo dos y. 


O cen do ceulo de curvatura é (0, | 
3 2, 


A Figura 2,41, ilustra este exemplo. 


Figura 2,40 
(ii) Determinar o raio e o círculo de curvatura da parábola do Exemplo 2.12.3(ii), na origem. * 


No Exemplo 2.12.3(1i), vimos que a curvatura da parábola é dada por 
pa a 
diva” 


Como Ft) = (t, 1°), na origem, £ = 0. Dessa forma, o raio de curvatura é 


Kn = 


Figura 2,41 


(ii) Determinar o raio e o círculo de curvatura da hélice 


FU) = (200,2 sem, 451) no ponto (a, Y, e) 
a 
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é Cop? Curves 95 | 
H No Exemplo 2.11.3, determinamos o vetor tangente unitário e o vetor Ñ no ponto P, Deacordo coma Proposição 2.11, praia jd + 
i s cana = + O vetor normal principal j(s) ortogonal ao vetor + 
i . Necessitamos ainda, determinar a curvatura da hélice neste ponto. 'ponta para o lado côncavo de C. ¿ 
Temos, , 
un s EA | 
trop 
[2 sem, 2 cost, V5) x (2 cost, — 2 sent, O) 
i 1(-2 sent, 2 cost, V5 
(245 sent, — 243 cost, 4)| 
= > 
.2 
5 
Portanto, o raio de curvatura no ponto P é 
R-i Figura 2.42 
ne, 213.1 Exemplo z 
2 


N E 
O centro do círeulo de curvatura está sobre a semi-reta;com origem eim P na direção 


tome (2, 28,0) 


Na Figura 2.42, esbogamos o círculo de curvatura, 


Escrever o vetor normal principal da circunferência do. Exemplo2.11. 


1,nopomto P(VZ, V3) 
No Exemplo 2.11,1 vimos que 


des = (2 cos 


2.13 VETOR NORMAL PRINCIPAL 


Quando kts) # O, podemos definir um vetor unitário ¿(s), chamado vetor normal principal, 
como $ 


3) 


i 
I 
1 
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Portanto, 


s 
= (=cos 5, -sen 
(3 


No ponto P(V2, V2), temos 


Figura 2.44 


2.14 VETOR BINORMAL 


O vetor binormal, denotado por 5(s), é definido como o vetor unitário, normal ao plano 
osculador que é dado por 


Bts) = üts) x (sy 


Os três vetores ü, Be b determinam um sistema de coordenadas que se move sobre 
acurva C. O triedro determinado por estes vetores é chamado triedro de Frenet da curva C. 


A Figura 2,45 mostra este triedro em um ponto P de uma curva C, 
Figura 2.43 


em um ponto P da curva, definem um plano, Este plano contém o círculo de curvatura de C 
em P, e é chamado PLANO OSCULADOR. 


A Figura 2.44 mostra o plano osculador em três pontos P, P, e P, de uma curva C. 


El 
Quando a curva é uma curva plana, com exceção: da linha rea, o plano osculado $ q 
coincide com o plano da curva, $ 


Figura 2.45 
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Gi) Determinar o vetor binormal da hélice circular 


2.14.1 Exemplos 


F non Él 
i L C: FUN = tacos, asen bih) 120, a b> o0, i 
G) Determinar o vetor binormal da circunferência do Exemplo 2.13.1 em um ponto qual: ! 


em um ponto qualquer. 
quer P. 


Ra “Temos que a função comprimento de arco de C & 
templo 2.13.1, 


[TT ar a SET 


z 5 cos); 
o = (cum E, cm) 


Portanto, t Fe Chamando Va? + Bm q, temos 1 = 


Els 


n 
pato (on, cm) 


Logo, 
Portanto, 
Bts) = its) x ls) 
í jk O vetor tangente unitário é 
s s L 
al os ums M o = Feto) 
s $ 
-cosÊ send 0 
z mu (Lomo, Sost, 
o" 0 o 


A curvatura é 


di cas 
Gest, Cent, o) 
So o 


Figura 2.46 


RSS rr 


apa 


E: 
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O vetor normal principal é 
pis) = E 


Portanto, o vetor binormal é dado por 


its) x ls) 
o ma 
[em ns q 
-sÈ -sm O 


Vamos ilustrar este exemplo para 
Fa) = (2.cost, 2 sent, 243 1), nos pontos P, = (0, 2, 43m); P, 


Tasa EN 
No ponto A (0, 2, V3n), temos 1 = 285 2x, Assim, 


sem = (- sa q, a 


Pm = (0, -1 0e 


ï B g 
¿am = |. 0 7). 


kim) 


im- CEC 
(x) 7 


Estes vetores podem ser vistos-na Figura 2.47. 
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Nas seções anteriores, vimos que os vetores tangente unitário i e normal principal deter- 
minam um plano, chamado plano osculador e que o vetor binormal é ortogonal a este plano. 
Se a curva é plana, o plano osculador é o mesmo em todos os pontos da curva e o vetor 
binormal é constante (ver Exemplo 2,14,1(1).. No caso de uma curva reversa, ao deslocar-se 
sobreacurva, Pio osculador se altera, mudando a direção do vetor binormal (ver Exem- 


Plo 2.14.1()), Vetemos que, a menos de sinal, a torção exprimirá a taxa de variação do 
Vetor binormal, 


RO 
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b.P=0 ou 
Ë. (k Ñ) = 0, ou ainda, 
Bws o 

Substituindo este resultado em (1), segue que 


P.i=0 
Portanto, bº (s) é ortogonal à its). 
î Em conseqüència das proposições anteriores, podemos escrever 
i E 
i b' (s) = apis), 2) 
i 
ji onde ce é um escalar, 
f Se em (2) fizemos c = ~T, obtemos d 
LAT > , 
! gaia Ü e) = -T pes E) 
m Multiplicundo escalarmente por jts), vem 
2.15.1 Proposição a 
E DUAS BT Pes). pes) i 
Se o vetor $' (s) é diferente de zero, então ele é ortogonal ao vetor B(s). 
s a 
N ição 2.11.2. 
Proposição é análoga A da Proposição 2. r 
nO RR i T= -B . pn w , 
A função escalar 7, assim definida, é chamada TORÇÃO da curva C, 
2.15.2 Proposição i : 
Se Ë (s) € diferente de zero, então ele € ortogonal ao vetor tangente unitário à(s). Como [BS = 1, usando (3), obtemos y 
e . à 
H x b co = H-T pes) 
Prova. Sabemos que B(s) é ortogonal à (s). pen h 
; = , 
Portanto, E ii 
i Enep on ainda, N 
ii Derivando, vem i 
fi A eg T = alë o 
ih b.ü+b. 
ji Como É é ortogonal à P, temos 


menos de sinal, a torção é a taxa de variação do vetor binormal. ; 
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Intuitivamente, podemos sentir a torção quando subimos uma escala helicoidal. 


“Também podemos observá-la quando torcemos uma mangueira. Sob o efeito da tor- 
a mangueira assume a forma de uma hélice, 


2.15.3 Exemplo 


n n 
Encontrar a torção da hélice do Exemplo 2.14. (ii), nos pontos onde / = 1, g, com ) 


siderando a = 2eb = 23, 
No Exemplo 2.14. (it), obtivemos 


Bis) = 2 sen 


onde o = Va? + b”. Temos então, 


15) 


Substituindo os correspondentes valores de a e b, obtemos 


T(s) = 


Nos pontos onde £ = 


x B 
5 ão é —. 
o 7 Mtorção é q 


ala 
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Observamos que o resultado encontrado justifica o sinal negativo introduzido na defini- 
gio de torção, Dessa forma, curvas que lembram parafusos com rosca à direita, Bm torção 


positiva. 


Também é interessante observar que, neste exemplo, a expressão (3) toma-se 
Ds) = -2 Hs). 


Como o vetor ¿(s) aponta para o centro da hélice, podemos dizer que o vetor 5! 
“pende sempre para fora” à medida que se move sobre a hélice, Esta afirmação é confir- 
mada na prática quando sentimos a torção ao subir uma escada helicoidal. 


2.16 APLICAÇÕES 


2.16.1 Componentes tangencial e normal da aceleragáo 


Na Física, discutimos o movimento de uma partícula P em função de sua velocidade instan- 
3 A 


ds 
tinea i de suu aceleração E ao longo da trajetória bem como da cur 

Para isso, fazemos uma relação entre os vetores velocidade e aceleração e os vetores 
unitários à e p. 


tura da mesma. 


Seja FU) = 4407 + 90] + an E a função que descreve o movimento de uma 
partícula P. 


Em1. 


vimos que 
A u 


Usando a regra da cadeia, podemos reescrever (1) como 


gF 
Is 
Is 


e) 


| 
| 
| 
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-Portañto, a velocidade escalar v é dada por 


cla de 4 
o GE, DE 
ds 
o 
desde que «y 
Derivando (2) em relação à 1, obtemos 
dis) ds 
AO ds 
d dt 


gr de de 
ds de de 


Como visto em 2.13, a = kts) P(s). Portanto, 
is 


d 


> 
its) + k(s) (5) o. 0) 


A equação (4) é muito utilizada na Mecánica, Os vetores Ë e j são utilizados como - 
vetores unitários de referência, tais como F e J. As componentes de à em (4) sio chama- -+ 


das de tangencial e normal, tespectivamente, Dessa forma, a aceleração pode ser expressa 


em função de suas componentes: 


tangencial: a, o 


normal; a, = kts) ( © 


2.16.2 Exemplo 


Uma partícula se move ao longo da curva C dada por 


FU) = el costi + el sent J. 


Determinar: (i) os vetores velocidade e aceleração; 
(il) a velocidade: escalar; 


(iias componentes tangencial e normal da aceleração, 
Solução, 


O Temos, 


f sent + e! cost, el cost + e! sent) 


€ cost — el sent — el sent + e cost, 


= sent H e cost + 0! cost + e seni) 


= (-2e' sent, 2e' cost), 


E “ER RAGE Tese | 
E foe senrt e eos) a (e coro sent)? 


= 
=e va e 
(ii) A componente tangencial é 
ds f 
una = (es) 
= Ze, 


A componente normal 


pode ser calculada utili 
calcular o valor de K(s). dd 


onde deveríamos primeiro 


No entanto, vamos calcular como segue, por ser mais simples, 


JR 
Y Podemos escrever, 
) e 


hr 
, NA = (Ee 
= Ne. 


2.16.3 Fórmulas de Frenet - Teorema Fundamental das 
Curvas h 


* Na Geometria Diferencial, os conceitos de curvatura e torção são muito importantes para 
um estudo mais aprofundado das curvas. 3 


As Fórmulas de Frenet permitem caracterizar diversos tipos de curvas pelas propric- +] 
dade de sua curvatura e torção. Por exemplo, quando a curvatura é nula, temos uma reta, e j 
quando a torção é nula, temos uma curva plana. B 
O Teorema Fundamental das curvas mostra que, quando k # O, a curvatura e a ; 


torção descrevem geometricamente a curva, exceto por sua posição no espaço. % 


A seguir apresentamos as Fórmulas de Frenet e enpnciamos o Teorema Fundamental + 
das Curvas, ” E 


E Fórmulas de Frenet: t A 
3 Ñ= kp mí 
P= -kū + Tb 6). 


De -Tp 0, 
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A Fórmula (7) é obtida da definição do vetor normal principal (ver 2.13), 
A fórmula (9) pode ser encontrada em 2.15 (3). 
Vamos verificar a fórmula (8): 
P= ki 4 TË, 
Podemos representar o vetor ' como uma combinação linear de ï, e Ë. Temos, 
P = 0 + p+ ad (10) 
Multiplicando escalarmente (10) por E, vem 


> 


= aü. B+ op. Ë + 05.5 
= 0,0 + 030 +01 


= uy 
Lembrando que 5. = 0, . € reescrevemos (11) como 
Da definição de torção (ver 2.15(4)) vem 
a =T. 
Multiplicando escalarmente (10) por i obtemos 
Poio a d+ ap. 0D. 
= yl + 0,04 0,0 
= ap + (3) 


+ reescrevemos (13) cómo 


Bs By 
Da definição de curvatura temos 

-k = 0. 
Analogamente, encontramos œ, = O, 
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Substituindo os valores de 0,, 0, e 0, na expressão (10), obtemos 


kū + Tb, 


Teorema Fundamental das Curvas, Toda curva suave C, com curvatura k >O, € comple- 
tamente determinada, a menos de posição, por sua curvatura e torção. 


2.17 EXERCÍCIOS 


1. Determinar o comprimento de arco das seguintes curvas: 
a) FU) = (el cost, el sent, e), OS1S1 
b) Fa) = (20, 21, Jor) 05153 
c) FM) =1 Ñ + semt] + (l+ cost k, 051 Sar 


dya” Ode A(O, O, Wa (4, 8, 0) 


exs, y=P, 15153 
O) hélice circular 7(1) = (2 cost, dt, 2 sent) de (2, O, O)a P(O, 2x, 2) 


£) um arco da ciclóide FU) = 2(1 — senti + MI — cosnj 


h) 74) = (sent, cost, 2) para! e [0, 2x) : 
1) FU) = (r sent, tcost) parar e [0, x) 
D FO =Gr+ Di + (+2) parat e [0, 2) 


142), reto, Me 


Y) FIN = (0, e 
2. Escrever a função comprimento de arco de: 
a 
F(N = (sen, cost, 2r $ 
a) FO (sen Tez ) 


b) FU) = (cos2t, sen2t, 4) 


Cop? Curs Hii 
©) FD) = (r 1) 
ES (cos sent, Seus) 
€) FU = (cos, sen, £ e (0, n] 
D) hipociclóide 40) = (a cost, asen), 1 € fo. 3] 


3. Reparametrizar pelo comprimento de arco as seguintes curvas: 


a) FO) = (Vê cosh VÃ sent), 1 e (0, 25] 


b) Fi = 0-1, 1+2 
€) FU) = (20821, sen2r, 21) 
D 70 = (2, So, Preta 


e) FU) = (e! com, é sem, e!) 


£) FU) = (cosa, sena, 1 € (0, x) k 


E) hipociclóide FU) = (acos, asen?) 1 ef E 
2 


h) hélice circular x = 2 cost, y = dt, z = 2sem, 1 


DERT 


hy=242,z=3, velo, 1). 


4. Verificar se as curvas dadas estão Parametrizadas pelo comprimento de arco; E 
a) FU) = (sem, cost, 130 


OROSA- 120 
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1 Sngwoso 


a Go) = (a cost, asen, b) onee dro 


e) his) = (2 coss, 2 sens), s e [0, 27) 


D Fw (ticos E, Asen 3} selo, 81] 


4 


3 


Fs) = Inte + DÊ + E + 


z 


wio (g jo 20 


5. Encontrar o vetor tangente unitário às seguintes curvas, nos pontos indicados: 


a) FU) = Ucos2, 1sen20, te (O, co = E 


x 


b) PU) = (2 cost, 3senf), 1 € (O, 21), t = 4 


c) F) = 17 + à? +1), reto 4 RO, 5 


d) FU) = (2 cost, 2sent, 2 — 2 sent); P(O, 2, 0) 


a | 


m 1 
e) FN = (cos, 
£) FU = (e! cost, el sent, 2); Ril, O, 2) 
8) FO = (1, 28, 3%) PA, 2, 3) 


h) FI) = (e +1, e! 1, 0) RO, 0). 


vetor tangente unitário it) e o vetor ú (1) no ponto P(2 + V3, 0) 
i 
7. Calcular a curvatura da circunferência de raio VZ centrada na origem. 


8. Calcular a curvatura da circunferência de raio 4 centrada em (2, 3). 


6. Dada a curva F(t) = (2 + 2 cost) + (-1 + 2 sen), representar geometricamenteo „ 
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9. Determinar a curvatura das seguintes curvas, nos pontos indicados, 


are or 


E] b) Fu 


42,143, 2-4, -o< RO, 4-2) 


Ter To 


= fis 
d) Fes) = Ints + DT + (5 + ey. s20 lina, f 


©) y= 1-2 RO 1; RU, Ore Ra, -8) 
y) 9=12x>0 RG, 4) 


E) 1=40055,y= Geni, s e (0, Eni s=x 


h) hits) = (20055, 2sens), s € [0, 27); R2, 0) 
10. Calcular a curvatura das seguintes parábolas: 


a) FU) = (21, 4) -o< tepo 
D AN = àn P +1) -o<t<+o 


II. Mostrar que a curvatura da catenária F(U) = (f, cosh), — co < 1 < + e ¿dada por 


12. Determinar o cítoulo de curvatura das seguintes curvas, nos pontos indicados, repre- 
sentando-os geometricamente: 


a) HO = (2 cost, Zsent, 2 cost), O < 1 S2m; A, 0, 2) 


b) hélice (1) = (3 cost, 3 sent, 31; 1 = E 
3 


©) y = sen; A 


d) y = 2x? - 1, noseu vértice. 
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13, Determinar os pontos da curva onde o raio de curvatura é menor: 
a) y=Ixx>0 
b) Fu) = (1, e”) 
c) ciclóide F(U) = (1 — sent, 1 — cost), £ € [0, 21) 
14. Representar geometricamente o círculo de curvatura da elipse 
x= Beost, y = Ssent, O $ 1 $ 2m em t= 5, 
15. Mostrar que a curvatura de uma reta é nula, 
16. Escrever o vetor normal principal das seguintes curvas no ponto dado: 


a) FU) = (VZ cost, JE sent, 4); Pl, 1, 4) 


D) F) = (4005, 4sn $), s € 0, Bay R(2VZ, 242) 


r 
9) HUM = (A cost, 4 sent, 1); t = +. 


17. Determinar uma equação para o plano osculador da hélice 


HO = (2 cost, 2sent, 4r) 
nos pontos Pa(2, 0, 0), R(2, O, Br) e P,(0, 2, 2m). 


18, Determinar o vetor binocmal das seguintes curvas, nos potos indicados! 
a) F6) = (a cos $, sen $) se [0, Sr); Pt, 0); (27, 242) 
b) FW = (B cost, 3 sent), P3, 0) 


€) FU) = (2 cost, 2 sent, 1)emi = 


Nja 


d) FU) = (2 cos? 3, 2 sen2t) emr =$ 


e) F(1) = (21, cost, sent); P(2%, —1, 0) 


19. Determinar a torção das curvas do exercício 18, nos pontos indicados. 
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20, Determinar a torção em um ponto qualquer da curva; 
DEE LAR cost, y = -U2=2+2sem 
b) FU) = V2 cost, VI sent, 41) 
€) FO) = (3 cost, Isen, —S1) 
* 21. Uma partícula move-se no plano de modo que, no instante 1, 


. Ea É 
0 =[2c087, 24003). 
re ( es sn; 


sua posição é dada por 


a) Calcular o vetor üu) 


onde FU) € o vetor velocidade da partícula no ins- 
tanter. len 


b) Mostrar que it) e z são ortogonais. 


©) Calcular o raio de curvatura p da trajetória. 


.ñ ondeñ 


d) Mostrarque i = Y, 
de p | dü | 
É a aceleração da partícula. dt 


22. Uma partícula se move ao longo da curva C, dada por F(1) = PF +14 


"7 + E Detemi- 
ar: 


a) os vetores velocidade e aceleração 
b) a velocidade escalar 
©) as componentes tangencial e normal da aceleração. 


23. Determinar as componentes tangencial e normal da Aceleração de uma partícula que se 
(ENE no espaço, te seu vetor posição em um instante qualquer , for dado por: 


a) FU) = (Sr, 24 ~ 1) 

b) FN) = (e! cost, e sem, e!) 
©) FU) = (cost, sem, 1) 

d) Fin = (4, P, 2P) 


©) FN = (3r, P, 1) 
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24. Provar que, se uma partícula move-se ao longo de uma curva C com velocidade cons- 
* tante, então a aceleração é sempre normal à curva C. 
25. Uma partícula move-se ao longo da curva y = xº— 1, x 2-3 de modo que a com 
” nente horizontal da velocidade é sempre 2, Determinar as componentes tangencial e 
normal da aceleração, ilustrando geometricamente. 


«e 
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FUNÇÕES VETORIAIS DE VÁRIAS 
VARIÁVEIS 


Neste capítulo, estenderemos os conceitos do Cálculo para as funções vetoriais de várias 
variáveis. Inicialmente, introduziremos alguns conceitos que serão utilizados no decorrer 
deste e dos próximos capítulos. 


3.1 DEFINIÇÃO 


Dados Fa (Xp, Yo, 20) € Æ? eum número positivo y, a bola aberta B(P r), de centro em 
P, e raio r, é definida como o conjunto de todos os pontos P(x, y, z), cuja distância até P,6 
menor que 1, isto é, os pontos P(x, y, z) que satisfazem |P — B| < y. 


Analogamente, definimos a bola aberta em A??, 


Geometricamente, em AP, B(P,, 1) é o interior de uma esfera e em R? é o interior de 
um disco centrado em P, (ver Figura 3.1), 


1 
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| 118, Cáleulo C, Cop. s 
į ani: x Gi) O conjunto dos pontos Px, y, z) tais que (x ~ 1)? + (1-2)"+ (2-2) <1 éa bola aberta , 
| 3.2 DEFINIÇÃO i . “| BP, 1) onde P(1,2,2) (ver Figura 3.4). i 
| Dados Pa (xa, Jo» 20) € AP e um número positivo 1, a bola fechada 3 [Pr]. de centro em 

Hi o No: Jor 

E 


P, e raio r, é definida como o conjunto de todos os pontos P(x, y, 2), que satisfazem 
+ P - BJS r (ver Figura 3.2 (a)). 


Analogamente, definimos a bola fechada em AP? (ver Figura 3.2 (b)). 


Figura 3.4 


3.4 DEFINIÇÃO f 


Seja A um conjunto de pontos de A?! ou AP”. Dizemos que A é aberto, se para cada ponto 
Fy € A, existe uma bola aberta B(P,, r) totalmente contida em A (ver Figura 3.5). 
Figura 3.2 


PH 3.3 EXEMPLOS 


| i (1) O conjunto dos pontos P(x, y) tais que (x-2)? + (y — 4) 16 éa bola fechada B (P, 4), 
1 onde P, (2,4) (ver Figura 3.3). 


| / 
| Figura 3.3 


Figura 3.5 


Observamos que, no estudo das funções vetoriais, um conjunto aberto no plano ou no 
espaço será denominado um domínio, 
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3.5 EXEMPLOS 


(i) Em A”, o conjunto dos pontos interiores a uma curva fechada simples é um conjunto 
aberto. 


(il) O conjunto dos pontos interiores de um paralelepípedo, é um conjunto aberto em AP, 


(iii) Ae RP são conjuntos abertos. 


3.6 DOMÍNIOS CONEXOS 


Um domínio D de AP? ou AP? é dito conexo, se dados dois pontos quaisquer em D, eles 
podem ser ligados por uma linha poligonal contida em D. 


A Figura 3.6 mostra exemplos de conjuntos conexos no plano. Podemos ver que, da 
dos dois pontos no domínio D, sempre é possível ligá-los por meio de uma linha poligonal 
contida em D. 


w 


Figura 3.6 
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Na Figura 3.7, representamos alguns domínios conexos em APS, 


Figura 3.7 


Observando a Figura 3.6, vemos que um domínio conexo em AP? pode apresentar 
“buracos”, 


Quando um domínio D c AP? não apresenta buracos, isto é, quando toda curva fecha- 
da simples C de D, circunda somente pontos de D, D é dito simplesmente conexo, 


Assim, podemos dizer que os domínios representados em (a), (b) e (c) da Figura 3.6 
são simplesmente conexos, enquanto que os domínios representados em (d) e (e) não são 
simplesmente conexos. 


Se D é um domínio em AP, dizemos que D é simplesmente conexo quando qualquer 
curva fechada simples em D pode ser reduzida de maneira contínua a um ponto qualquer de 
D sem sair de D. 


Os domínios representados em (a) e (b) da Figura 3.7 são simplesmente conexos. O 
domínio representado na Figura 3.7 (c) não é simplesmente conexo. 


3.7 EXEMPLOS E CONTRA-EXEMPLOS 


(DAP e R° são simplesmente conexos, 


(ii) Em AP, D = ((x, y) 14 <x? + y? < 16) é um domínio conexo que não é simplesmente 
conexo (ver Figura 3.8). 
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Figura 3.8 
Gli) Em 423, D = ((x,9) | lx I> 1) não é um domínio conexo (ver Figura 3.9). 


(iv) O interior de uma esfera com um número finito de pontos removidos é um domínio 
simplesmente conexo em Æ’. 


(v) O interior de um cubo com uma diagonal removida não é simplesmente conexo em AP, 


i 
1 
i 
1 
1 
1 
i 
a, 


Figura 3.9 O 


3.8 FUNÇÕES VETORIAIS DE VÁRIAS VARIÁVEIS 


Como no caso das funções vetoriais de uma variável, se 7 é uma função vetorial das variá- 
veis x, y, z, definida em um domínio D c /P?, ela pode ser expressa na forma 


E Cep. 3 Funções vetoriais de várias variáveis 123 


Tn D= ns Tentem Jena ok, 
onde fi, f, e f, são funções escalares definidas em D. 


As funções escalares f, 
também funções coordenadas. 


& são chamadas componentes da função vetorial fo 
Analogamente, se f é definida em um domínio D c AR, podemos escrever: 
Fes) = hs yÑ + ta E 


3.8.1 Exemplos 


DJa ya) 
(x, 


x28 + ay] + 2/7 Ñ é uma função vetorial definida em todos os pontos 
2) de A? tais que z > 0, Suas funções coordenadas são dadas por 


Ha 


day e f(x y, 2) = 2%, 


(DJ, y) = 27 + JI- a 37] éuma função vetorial definida em todos os pontos de 
KR? ais que x? + y? < 1. Isto é, o domínio de Ī €ocírculo unitário centrado na origem. As 
funções coordenadas são f(x, y) = x, f(x, y) = = 2? = y eha y) =O 


3.9 LIMITE E CONTINUIDADE 
3.9.1 Definição 


Seja P(t Jus 2,) um ponto de um domínio D e % seu vetor posição. Seja 7 uma função 
Vetorial definida em D, exceto, possivelmente, em Ty Sejaá = aí + a,j + ak um vetor 
Constante. Se 7 é o vetor posição do ponto P(x, y, 2) dizemos que 


Jim fis ya) = ā 


ts 
Separa todo e> O, existe 3> O tal que f(x, y, 2) — | <e sempre que 0 < [7 — 5, I<3, 


A desigualdade O < | 7 — 7, | < 8 representa o interior (exceto P,) de uma estera de 
falo 8 e centro em P, Portanto, geometricamente, podemos visualizar a Definição 3.9.1 na 
Figura 3.10. Dada qualquer bola B(A, e) de raio e, centrada em A(a,, ap, 1), existe uma bola 


] Sngwscs 
4 
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B(P,, 8) de raio 8, centrada em P (x, Ys Z), tal que os pontos de B(P,, 8) (exceto, possivel- Temos, 
| mente, P,) são levados por f em pontos de B(A, £). Assim, a direção, o sentido e o compri- 
1 mento de F(x, y, z) tendem para os de à quando (x, y, 2) + (y Y 20) 


lim = lim y 
encena o oy tesao, 0, o 


` sejana = (er, 


determinar lim fx y, 2) 
PEN 
i Temos, 
lim Jiye) = ( lim Med 
, mm so ia 27 — 
7 = (l, 
Figura 3,10 ý 
a análoga às funções vetoriais de uma variável, se + 39.3 Definição 
De forma análog: 


Fa y = A y D A y d A y dD) 


Seja (x, y, 2) definida em um domínio D. Dizemos que F é contínua em um ponio 
Pleeg) € De 


6 à = (a, ay, a), temos : E Tese = Him Jo za) 


lim fundão lim ID = ar 


Se 7 é contínua em cada ponto do domínio D, dizemos que fé contínua em D. 
Card ae) TA 


De forma análoga às funções vetoriais de uma variável, temos que 7 € contínua em D 
$6, € somente se, as três funções coordenadas /, f, e f, são contínuas em D, 


y puai=1/2, 4 


“Também as propriedades dos limites são análogas (ver 1.7.3). 
é 3.9.4 Exemplos 


3.9.2 Exemplos  - i (D No Exemplo 3.9.2 (1) a função vetorial é contínua em todos os pontos do plano. 


(i) Dada a função vetorial f(x, y) = yë — a] , determinar 
lim f(x, 9) 


(ID No Exemplo 3.9.2 (ii), a função F(x, » 2) E contínua em todos os pontos (x, y, z) e AP 
tais que x # +1, 
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GD A função vetorial f(x, y. 2) = ZE, ondek constante positiva e 7 €o vetor posição 3.10.2 Exemplos “a 


do ponto (x, y, 2). é contínua em todos os pontos de AP, exceto na origem, ponto no qual a (i) Dada a função vetorial f(x, y, 2) = JT F de EE A 
time alo esk definida. daa. xÈ + aye?) + de" E, determinar suas deriva. 
Temos, 
3.10 DERIVADAS PARCIAIS Za 
ME aqu centos 
icá e a EE ' 
3.10.1 Definição a 
o DG add » 
Seja f = F(x, y, z) uma função vetorial. A derivada parcial de F em relação a x, que > a J taze , 
denotamos por 2, é definida por ï . y 
as E Raye] + 4ye" È : 
Y tim LAA DAD Ñ l 
de aro Ar GD Daga a função Ju, v) = (ue, 42V), determinar À no ponto (2,0) e Y ho ny l ' 
para todo (x, y, 2), tal que o limite existe. ED. du y o cid 
iii ] t T = (e, 20); 
Ya tim Srt o): é A 
dy amo Ay Y = (8, 220) 
e Fla Pro 
Y Íayt160- [60 * ' 
Z a lim AAA =4, 
de” ea de 3 a 0 
Se Fix; 2) = A Di ls D] + A y. DE, de maneira análoga à (ut, nt; 
derivada de função vetorial de 1 variável, temos 
F Aur hj Bk Y = (e hh 
dar Pal tação i re 


T_%;,%5,%7 


E + e r 
St 3.10.3 Interpretação geométrica ` 
EA dh; REM te SAN = Hayao) uma função vetorial contínua. Se todas as variáveis, exceto uma, que 
% z E + ser tomada como parámetro, permanecem fixas, então Ë descreve uma. curva no espaço. 
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A derivada parcial de f em relação a x no ponto P (x, yy» 2) é a derivada da função 


300 = Fla, Yos 40) 
* 0, este vetoré tangente 


SS 


no ponto x, Portanto, como vimos em 1.9.3, se no ponto Py 
A curva dada por ¿(. 


Analogamente, no ponto P, Y é um vetor tangente à curva dada por 
y 


iO Anna) e 
Y é um vetor tangente à curva dada por 
z 
Do) = fo Ym 2) 


Na Figura 3.11 ilustramos a interpretação geométrica das derivadas parciais para uma 
função vetorial de duas variáveis f = f(x, y). Denotamos por C, a curva dada por 
E) = F(x, yo) e por C, a curva dada por i(y) = F(x, y). A derivada parcial 


El (Xos Yo) é tangente à curva C, e a derivada parcial Y ta Ju) é tangente à curva C, 
y 


Figura 3.11 


3.10.4 Exemplos 
(Ù) Seja 7 a função vetorial dada por 

Fix y, 2) = yF ricos] + zone. 
a) Descrever a curva obtida fazendo y= 0e z = 3, k 
b) Representar nesta curva a derivada parcial ES no ponto az 0, 3) 

é Te 
Solução de (a). Fixando y =0 e z= 3, obtemos a função vetorial 
360 = f(x, 0,3) 
= 3cosxj + 3senr E, 


que descreve uma circunferência no plano yz (ver Figura 3.12(8)). A variável x pode ser 
interpretada como o parámetro 1, conforme vimos em 2.4.3. 


e po 
Figura 3.12 


Solução de (b). A derivada parcial Y é dada por 
y 5 m 
E 


+ 0, 3) temos 


E 
MOREE 


5 Ez 
+3cos TE. 
d 6 


E 
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Esta derivada parcial é a derivada da função Eliminando o parâmetro 1, temos x = y, 2 = 4 - 233, 


uma parábola contida no plano x = y (ver Figura 3.13). 


l 

! 
p Isso nos mostra que a curva ©, é | ' 
Ea) = 3 cosx J + 3 senr È, | 


“no ponto xa = A s, geometricamente, está representada na Figura 3.12 (b). 


Gii) Seja J a função vetorial definida por 


Fu, v) = (u cos, u senv, 4 = n 


para 0 < u $ 2, 0 < vs? 


a) Determinar as curvas obtidas fazendo u = VZ e v 


=” respectivamente. 


b) Determinar E (a, z) e Lv, 3) representando-os geometricamente. Pia l 
a w 
Solução de (a). Fazendo u = VŽ, obtemos a curva C,, duda por Solução de (b). “Témos, i 


y = (cosv, senv, -2u); 


io = HZ, y) 


= (V2cosv, VZsenv, 2), 0 < v < 2x 


y i 

A curva C, é uma circunferência de centro (0, 0, 2) e raio JZ, localizada no plano dy 7 usem, ucosm, 0) 

2=2 c está representada na Figura 3.13. Psoe, 
Fazendo v = obtemos a curva C,, dada por į E è 5. Aa E f 
MN 4)” Pon) 
guo Tu z) 
o= Cs : ğı f 
É ERA 3) =(410 

- (2a Ba a) osusza : 


Na Figura 3.13, representamos os vetores 7, = 
ue são tangentes às curvas C, e C, respe 


As equações paramétricas da curva C, são 


3.10.5 Derivadas Parciais Sucessivas 


As derivados parciais de uma função vetorial de várias variáveis J são também funções 
Vetoriais de várias variáveis, Se as derivadas parciais destas funções vetoriais existem, elas 
So chamadas derivadas parciais de 2º ordem de F, 
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Se f = Fix, `y), temos quatro derivadas parciais de 2* ordem dadas por 


E 26) 0) 
day ax Lay “lo, 
Se f = fx, y, 2), cada uma das três derivadas parciais de 1º ordem origina três 


derivadas parciais de 2: ordem. 
Analogamente, obtêm-se as derivadas parciais de ordem maior, 


3. To 6 Exemplos 


(D Dada a função 
Jia, y, 2) = (senlay + 22), e" seny, xinyz) 
vi, Dİ 
determinar- dar * Da s 
Temos, 
Y = (y cos(ay + 22), e" seny, Inyz); ` 
čj. E 
EL (arena +20, o, T} 
A = (px cos + 2) = 2 senay + 20), 0, 0) 
(ii) Dada a função 


Taro (pt ee y) 


de E no ponto P(2, 1, 4). 


dyðx 


Y = (ay, 0, ye); 


337 (P) = (8221, 0, 4) 
= (64, 0, 4% 


z. = (2xty 4y’, xe); 


Ecrã 


ej 


r ras (P) = (64, 0, ax 


dxdy 


aj 
Neste exemplo, podemos observar que 2 ai 


gy Temos o seguinte teorema cuja 
demonstração será omitida. a: 


3,10.7 Teorema 


Suponhamos que f = A ») seja definida sobre uma bola aberta B((x,, 4: 1) e que 
dy vi 


o dee dx também sejam definidas em B. Então, se 5 


contas em B, temos 24. par (to) = E so) aa 


O teorema anterior é conhecido como Teorema de Schwarz e também é válido, „omas 
hipóteses adequadas, para funções de três ou mais variáveis. 
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3.11 EXERCÍCIOS 


1. Representar geometricamente as seguintes bolas: 


a) BR, r) RA -Der=$ 


(à tajers 


b) AR. r] R = (1-1 -i)er = 1 


Rep. 2)er= 5. 
2. Cada uma das inequações abaixo determina um conjunto de pontos em AP? ou AP, 
Identificar as bolas abertas e as bolas fechadas determinando o centro e o raio. 
a) 14-294 1<3 
D tP AL SA2 +? 
orrs? 
d e+y-l>0 
e) xedreyi<s 
Déryz< 
3, Identificar as afirmações verdadeiras: 
à) A união de bolas abertas é uma bola aberta, 
Jý A união de bolas abertas é um conjunto aberto. E 


c) A união de bolas abertas é um conjunto conexo. 


91 O conjunto A = ((x, y) 1x? + 2x + y? 4y > 0) é conexo. al 


AY O conjunto B = ((x, 3) 12° > 3?) aberto. 
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4. Verificar quais dos conjuntos abaixo são conexos: 


Hz fi pe ne sys 10) 
F= (a neRisasi) 
Aslan d e Pitre 28) 
D= fos DeRiy> L, sao} 

hi 


5. Escrever a função vetorial que associ 

pi que associa a cada ponto do plano xy o triplo de seu vetor 

+ Escrever a função vetorial que associa a cada ponto do espaço um vetor unitário com a 
mesma direção do vetor posição e sentido contrário. 


7. Daro domínio das seguintes funções vetoriai 
EEN IDR E 
Daneli ej 

x 


c) Afr, y) 


d) iin y 


oa» (E, 45) 
> 


Dina ayi a ja GE 


My az) = y + Verd 


naz) = y2- id 


MF 


$ 
f 
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8. Calcular lim /(x, y, z), dado: 
rã 


a fand = (e t 
b) fæ n a) = (e. my 


9 jands 


9. Determinar os limites seguintes: 


a) 


e) 


10. Analisar a continuidade das seguintes funções vetoriais: 


testo 


e) 


ay 


Y y G Z o w) 


lim 
CEERI 


E 


sua), 
: 


an 


a) Fia 3) = (mx! =y, 2) 


b) 


EG» 


(+ sen, xz? sen} z#0 
3) = ” 


(x, yseny, 0) ,2=0 


c) hi(x, y) = (x Iny, yinx) 


d) 


Py 


a» 


Py 


(x, y, 


2) =e” F + nej +2k 


x 2 


d = da onde à = al +97 + aÑ 


darte y 2d d+ 0) 


11, Calcular as derivadas parciais de 14ordem das seguintes funções: 
Dardo diran 
Dana «(=> + 2% 3) 
x+y 


A Äta y 2) = (9-2, 9y, 9-20) 
d) Plx, y) = (e, aye™) 


© äta, y) = (y, C- y) iny) 


Dita yz) =e"i + Imaj +25 


12, Dada F(x, y, 2) = (e7, e", encontar Y con E .Z 
13. Dada f(x, y, 2) = adn o vn Lo. una. 
< ondeã= lim (yz 

) 


ts 


14, Seja F a função vetorial dada por f(x, y, z) = az 7 + gita?) k. 


a) Descrever a curva obtida fazendo y= 2 e 


b) Representar nesta curva a derivada parcial z no ponto P.(1, 4, 1). 
15. Seja f a função vetorial definida por J lu, v) = (u cosv, usenv, 3 +14) 

PRO SUSI OSvs2m 

a) Determinar as curvas obtidas fazendo u = V3 ey = É respectivamente, 


b) Determinar Y ia Se Za, E epresentando-os geometricamente, 


16. Dada a função F(x, y) = (1ye, y, VE E A): determinar PL, J 
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az 
17. Determinar — 


dxdyde 


el, 


A sendo f(x, y. 2) = (1 


Wt, E, 2d 27, al das seguintes funções: 
. Encontrar SS 


ar 


day! dry 
a) Jia, y, 2) = (ayz, Iny, Ing) 


b) Fix, y, 2) = (e" senx, el seny, 2) 


1 
TER 


1, 
2; ej 
19, Encontre SÉ (R) + tm A), dados 


Fayos (reveals yr), (ey Pera, O D 


— vice-versa, 


io 
Capítulo 4 


DERIVADA DIRECIONAL E CAMPOS 
GRADIENTES 


Neste capítulo apresentaremos a derivada di 
vetorial, O uso do gradiente é então introduzi 
ede suas aplicações, 


recional de uma função escalar e de uma função 
ido, facilitando o cálculo da derivada direcional 


Também, analisaremos combinações especiais das derivada. 
vetorial f(x, y, 


+ 2). Surgem então, o divergente e o rotacional de 


is de uma função 
» 2). 


Veremos que campos vetoriais podem ser definidos a partir de campos escalares e 


4.1 CAMPOS ESCALARES E VETORIAIS 


Dada uma região D do espaço, podemos associar a cada ponto de D uma grandeza escalar 
Qu também uma grandeza vetorial. No mundo físico fazemos isso, fregiientemente, Por 
exemplo, dado um corpo sólido 7, podemos associar a cada um de seus 


pontos a sua tempe- 
tura. Dizemos que um campo escalar está definido em 7. 


No caso de um fluido em movimento, a cada partícula Corresponde um vetor velocida- 
de 7. Neste exemplo, vemos que um campo vetoriál está definido em D, 


Veremos a seguir que um campo esc: 


alar é definido por uma função escalar é um 
campo vetorial por uma função vetorial, 
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4.1.1 Definição 


Seja D uma região no espaço tridimensional e seja f uma função escalar definida em D. 
Então, a cada ponto P € D, f associa uma única grandeza escalar AP). A região D, 
juntamente com os valores de fem cada um de seus pontos, é chamada um campo escalar, 
Dizemos também que f define um campo escalar sobre D: 


4.1.2 Exemplos 


() Se D € um sólido no espaço e p a densidade em cada um de seus pontos, p define um 
campo escalar sobre D. 

Gi) Seja D um sólido esférico de raio r cuja temperatura em cada um de seus pontos é 
proporcional à distância do ponto até o centro da esfera. Usando um sistema de coordena- 
das cartesianas adequado, descrever a função escalar 7 que define o campo de temperatu- 
ra em D. 

Solução. Tragamos um sistema de coordenadas cartesianas cuja origem coincide com o 
centro da esfera (ver Figura 4.1). 


Figura 4.1 


A distância de um ponto qualquer P(x, y, 2) do sólido esférico até o centro é dada por 


dali d. 
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Como a temperatura em P(x, y, 2) é proporcional à distância de P até o centro, a 


função que define o campo de temperatura é dada y 
NS ay se 
onde k é uma constante. ARSS ee 


(iii) Um tanque T'tem a forma de um cilindro circular reto de raio Im e altura 3m, O tanque 
está cheio de uma substância líquida. Cada partícula desta substância está sujeita a uma 


. pressão que é proporcional à distância dh partícula até a superfície livre do líquido. Usando 


coordenadas cartesianas, definir uma função escalar que descreve o campo de no 
l 
d 4 pressão 


Solução. A Figura 4,2 mostra o tanque 7. O sistema de coordenadas cartesianas foi traça- 
do de tal forma que sua origem coincide com o centro da base do tanque. 


A distância de uma partícula qualquer Q(x, y, 2) até a superfície livre do líquido é dada 
por 


dede 
Portanto, a função 


Pynd=k3-2), 
onde k é uma constante de próporcionalidado, define o campo de pressão no interior de T. 


Figura 42 


do Um campo minado consiste de uma região de combate R, onde previamente são esco- 
idos pontos aleatórios, nos quis se colocam explosivos, Esse campo pode ser descrito 
la função escalar que associa a cada ponto de R onde existe uma mina, o valor 1 e aos 


demais pontos de R, o valor 0. 
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4.1.3 Definição 


Seja D uma região no espaço e uma função vetorial definida em D. Então, a cada ponto 
P € D, Ī associa um único vetor /(P). A região D, juntamente com os correspondentes. 
vetores JCP), constitui um campo vetorial. Dizemos também, que / define um campo 
vetorial sobre D. 


4.1.4 Exemplos 


t 
(1) Seja D a atmosfera terrestre. A cada ponto P € D associamos o vetor FUP) que re- 
presenta a velocidade do vento em P. Então Y define um campo vetorial em D chamado 
campo de velocidade. 


Gi) Fix, y) = -y7 + aĵ define um campo vetorial sobre A”. 
(ui) f(x, y. 2) = (x, y, 2) define um campo vetorial sobre É. 


Freqüentemente, identifica-se um campo escalar com a função escalar que o detine, 
Da mesma forma, uma função vetorial é identificada com o campo vetorial por ela definido. 


4.1.5 Representação geométrica de um campo vetorial 


Podemos representar graficamente um campo vetorial f definido em uma região D. Para 
isso, tomamos alguns pontos P € D e desenhamos o vetor (P) como uma seta com a 
origem em P (trasludada paralelamente da origem para P). Podemos visualizar o campo 
vetorial, imaginando a seta apropriada emanando de cada ponto da região D. 


4.1.6 Exemplos 


Representar geometricamente os campos vetori: 


mia n= 

7 define um campo vetorial em AP?, A todos os pontos do eixo y, F associa o vetor 
nulo. Aos pontos que estão sobre a reta x = 1, Í associa o vetor É. De forma geral, Å 
associa a todos os pontos que estão sobre uma reta vertical x = a, o vetor aí. A Figura 43 
mostra este campo. 


Il] 


Hi 


ttti 


ida 


Figura 4.3 


(MÍ 3) = af 4 jo 


3) do plano o seu vetor posição 
representar o campo, traçamos algumas retas que passam pela origem 
cias com centro na origem. Desenhamos 
a o 
Moca is vetores correspondemes 
secção das circunferências com as retas. 


e algumas circunfer 


A Figura 4.4 mostra este campo que é denominado campo radial. 
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P 2.7 5 
= Ta 
Gih fex, y) Eri Tr 
Neste exemplo podemos observar que, para qualquer ponto (x, y), Fix, y) ¿um 
vetor unitário. Além disso, se 7 = x7 + yj é o vetor posição do ponto (x, y), o produto 
escalar 


F. fu n=0 
Isso nos diz que o vetor F(x, y) é perpendicular ao vetor posição 7, sendo, portanto, 
tangente à circunferência de centro na origem e raio |F|. 


A Figura 4.5 mostra este campo, que é chamado campo tangencial, Fisicamente, ele 
pode representar um campo de velocidades em um movimento circular. 


Figura 4,5 


xl + yj + zÑ e k> O constante, 


Gm f y d = k 


Este campo é chamado campo radial de quadrado inverso e ocorre frequentemente 
nas aplicações. Em Física, ele é usado para descrever a força de atração gravitacional de y 


É 
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uma partícula de massa M, situada na origem, sobre uma outra partícula de massa sn local 
zada no ponto P(x, y, 2). 


Para ilustrar este campo, observamos que; 


a) F(x, y, 2) não é definido na origem; 


b) [F x a) = visto é, o módulo do vetor f(x, y, z) é inversamente pro- 
porcional ao quadrado da distância do ponto (x, y, 2) até a origem; 


c) f(x, y, 2) € um múltiplo escalar negativo do vetor posição 7. Portanto, ele tem a 
mesma direção de 7 e aponta para a origem. 


A Figura 4,6 mostra o campo. 


Ro 
SNA 


Al, 


“41, 


ANS 


Figura 4,6 


(V) A Figura 4,7 mostra o esboço de diversos campos vetoriais que ocorrem nas aplica- 
ções, Na Figura 4.7(a) temos um campo de velocidades de um fluido em movimento e na 
4.7(b) temos um campo de força eletrostática, originário de 2 cargas de sinais opostos, 


A Figura 4.7(c) nos mostra um campo de velocidade em um volante em movimento 
circular uniforme. Na Figura 4,7(d) vemos o campo de velocidade de um redemoinho. 
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Figura 4.7 


42 EXERCÍCIOS 


jas 


7 ja) = (x 3) 


8. Suponhamos que a temperatura em um ponto (x, y, z) do espaço é dada por xº + 
Uma partícula P se move de modo que no tempo r a sua Posição é dada por 1, £, 19), , 


8) Identificar a função escalar que nos dá a temperatura em um ponto qualquer do espaço. 
b) Identificar a função vetorial que descreverá o movimento. da partícula P, 
©) Determinar a temperatura no ponto ocupado pela partícula em + = > 


z 
+= 
Pa 
gua, que ocorre quando se puxa um tampão em uma canalização. Representar grafi- 

camente este campo. 


9. O campo vetorial F 


j aproxima o campo de velocidade da 


10. Seja D um sólido esférico de raio 1. A temperatura em cada um de seus pontos é 
Proporcional a distância do ponto até a superfície da esfera. i 


4) Usando coordenadas cartesianas, determinar a função que define o campo de tem- 
peratura, 


D) Determinar as superfícies isotermas do campo de temperatura em D, isto é, deter- 
minar as superfícies onde a temperatura é constante, 
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d fita As funções abaixo definem campos vetoriais sobre R? Determinar e fazer os gráficos 
, S- das curvas onde |f| é constante. 
b) feitt 


oj=a-nm+o-o 


Po E 
oj=d+% 
(ângulo cuja base tem dimensões 
qe tera a forma de uma paralelepípedo ret s n 
o a Fa e cuja altura é 1,5m. O tanque está cheio de uma substância com densidade 
' variável. Em cada ponto, a densidade é proporcional à distância do ponto até a superfi- 
, cie superior do tanque. 


a) Determinar a função que define o campo de densidade, 


b) Determinar as superfícies onde a densidade é constante. 


à NES 
pera li é dad» pelo quadrado da distância 

tura nos pontos de um sólido esférico ; > 
! = peca até o centro da esfera, Usando coordenadas cartesianas, determinar o campo de 


temperatura. 
14. Um campo minado tem a forma de um retângulo de lados a eb. O campo foi dividido 


em pequenos retângulos de lados a/m e b/n, m e n inteiros pos tivos. Os explosivos 
+ x 
i foram colocados nos vértices desses retângulos, Usando coordenadas cartesianas, des- 


crever analiticamente este campo. 


15. As funções abaixo definem campos vetoriais em A?. Detérminar e fazer os gráficos 
* das curvas onde f tem direção constante, h 


a) Jj=34+D 
b) f= ej 
PE E TS, 


16.0 campo J(x, y) = vi — aj representa a velocidade de um volante em rotação na 
* eun tormo do ixo z. Descrever graficamente o campo. Qual o sentido do movimento 
rotação? 
17. Um furacão se desloca na superfície terrestre, atingindo uma faixa retilínca de 20 km 


i Edo: 
de largura, Na zona central da faixa (2 km de largura) a velocidade do vento 


agir 


direcional. 


200 km/h. Nos demais pontos é dada por Y = 200 — 14x, onde x é a distância do 
ponto até o centro da faixa, Esbogar o campo. 


18. Seja P, um ponto fixo no espaço e d(P, P,) a distância de um ponto qualquer P até P, 


Se P, tem coordenadas cartesianas (x, y,» 29) © P = P(x, y, 2), descrever analiticamente 
este campo. 


19, Uma cidade x está localizada a 1100m acima do nível do mar. O plano diretor da cidade 
prevê a construção de edifícios, desde que eles não ultrapassem a cota de 1140m. O 
relevo da cidade é bastante irregular, tendo partes altas e baixas. Definimos um campo 


escalar em x, associando a cada ponto P, a altura máxima que poderá ter um edifício ali 
localizado. Descrever analiticamente este campo. 


20. a) Escrever uma função vetorial em duas dimensões que defina um campo radial, cuja 
intensidade é iguala 1, è 


b) Escrever uma função vetorial em três dimensões que defina um campo radial, cuja 
intensidade é igual a 1. 


©) Escrever uma função vetorial em duas dimensões que defina um campo vetorial 
tangencial, cuja intensidade em cada ponto (x, y) é igual a distância deste ponto até 
aorigem. 


4.3 DERIVADA DIRECIONAL DE UM CAMPO 
ESCALAR 


Vejamos os seguintes problemas: 


Problema 1, Suponha que um pássaro esteja pousado em um ponto A de uma chapa R cuja 
temperatura 7º é função dos pontos da mesma. Se o pássaro se deslocar em uma determi- 
nada direção, ele vai “sentir” aumento ou diminuição de temperatura? (ver Figura 4.8). 


Problema 2, Suponhamos que, em uma outra situação, podemos conhecer a temperatura 
do ar nos pontos do espaço por meio de uma função T(x, y, z). Um pássaro localizado em 
im ponto P, deseja esfriar-se o mais rápido possível. Em que direção e sentido ele dave voar? 


Estas e outras situações podem ser resolvidas, tendo-se o conhecimento da derivada 
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Voltando ao Problema 1, podemos dizer 
encontrada mediante a análise da taxa de vari 
no ponto À, quando o pássaro se move na di 
da direcional da função temperatura, 


que a resposta para a pergunta proposta será E 
ação da temperatura em relação à distânci 


ireção dada. Logo, devemos encontrara deriva. 


de nte fra, 
to de derivadas direcionais de fem p, | 1 Cp qm l 
a pet Mede fitas 
Mo caro cal a! 
Figura 4.8 entr ne. dous 
z Y e Lom P, abela 
w’ y a 1 
ão ns 
4.3.1 Definiç slo as derivadas direcionais de f nas direções de 7, Jc É, respectivamente. y 
Consideremos um campo escalar f(x, y, 2). Escolhemos um ponto P no espaço e uma i 
i ja je gem é Pe possui 
i P. dada por um vetor unitário Š. Seja Cuma semi-reta cuja origem su , 
pan Š e seja Q um ponto sobre C cuja distância de Pés (ver Figura 4.9). Se existir 4.3.2 Exemplos 
olimite AR adm Je pts tgr= HO! | 4) Calcular a derivada direcional do campo escala, LO) = [t+ y) em PO, 1), na direção i 
Y epy a tim LOIS D e de? = -7 42). ! 
nn: 2 > ela 2 de r O vetor unitário na direção de 5 é 
ele é chamado derivada direcional de fem P, na direção de 5. e Es a uba A ' 
wilku | Pelea fat , 
ale e re (% =) (ver Figura 4.10). 


Figura 4.9 
Observamos que: j 
1) O quociente L(0)= CP) ¿a taxa média de variação do campo escalar f. por unidade 
T ENAR 


à m Y. 
de comprimento, na direção escolhida. Assim, $ 


S (P) Ea taxa de variação da função f, 
s 
na direção de Ë, no ponto P. 


i 
e 
Figura 4.10 
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h vt nt? 
Fada (1), 1 Mi R ( gl" tz) 
Do triângulo retângulo MNP temos que A =1, PN = Z. c MN = F ¿O trián- 


onde 


gulo QRP é semelhante ao triângulo MNP. Portanto, PR 


PO. As coordenadas do ponto guo(e ol 2) 
» 


Aplicamos agora a Definição 4.3.1. Temos, 


L= im LOQ- AP 


i 
t 


Figura 4,11 


Como o ponto Q é um ponto de C, suas coordenadas são 


$ NE 2 2 
147,2+=, 

(+527 Ti al 
Portanto, aplicando a Definição 4, 


Y ip = im LOS 


vem 


ds a s 
sy 2y ay : 
145) (205) - 2 zy- E 
il 3 S +3) -044-8 
x F ma F] 
(li) Determinar a derivada direcional do campo escalar fx, y, 2J=x'+ 28) em a 
P(1,2,2), na direção do vetor à = É + 27 + 2k. bi š i) = lim 
r: 
Neste exemplo, ilustramos um procedimento alternativo para encontrar a derivada e 


direcional, utilizando uma paramettização de C pelo comprimento de arco. É 
(Hi) Supor que a derivada parcial de f(x, y) em relação a x em um ponto P existe. Verificar 


Que esta derivada é igual a derivada direcional de f(x, y) em P, na direção È = Ï. 


A Figura 4.11 mostra o ponto P e a semi-reta C, com origem em P, na direção de à. 
Uma parametrização de C € dada por FU) = (1 + f, 2+ 2h, 2420, 120. 


; A Figura 4.12 auxilia em fazermos esta verificação. . 
Reparametrizando C pelo comprimento de arco a partir de P, obtemos 


fio = (145, 242,2, 2.20 
Edi 


d 
P 
F 
i 
i 
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4.4.2 Exemplos 


C) Encontrar o gradiente dos campos escalares: 


DK y d = ne Harald Jeane 


| DS Ultra iyali dying) ut | 
i él y 

| P Usando a definição 4.4.1, temos A Lr ten, á 
ea f e 

a) grad f =4xi +4yj-22 ke dá 
Figura 4.12 T A 
b) grad g = 7 + e. A 
Temos, p 
> di) O gradiente de um campo escalar f(x, 

i ) +, 2) define um campo vetorial denominado e . 
E 2. so : se gradiente. Esboçar o gráfico do campo gradiente gerado pela função ES y 


o sin (On tm) = Aen w) an deitar e) 


amor Temos que 


- Lp, 


dr Bad S = xi +) + ak. 


y O gráfico deste campo pode ser visto na Figura 4,13. y 
Ocálculo de Y (P), usando a Definição 4.3.1, é bastante trabalhoso. Podemos facilitá- r 
ls 


lo. usando as derivadas parciais de 1º ordem de fem P, Para isso vamos definir o gradiente 
de fem um ponto P. 


4.4 GRADIENTE DE UM CAMPO ESCALAR 


Seja f(x, y, 2) um campo escalar definido em um certo domínio. Se existem as derivadas 
parciais de 1º ordem de fneste domínio, elas formam as componentes do vetor gradiente de f. 


44.1 Definição 
O gradiente da função escalar f(x,y, 2), denotado por grad f, é um vetor, definido como 


it, do, Mz 
mase IT E 


Figura 4.13 
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(il) Calcular o gradiente de f(x, y) = 2º + y’, em P(2, 1). 

Temos, grad f = 4x7 +27); 
grad f(2, - 1) =8 7-2). 

(iv) Em uma esfera metálica de raio 3, a temperatura T(x, y, z) em cada ponto é proporcional 


a distância do ponto até a superfície da esfera, sendo 1 o coeficiente de proporcionalidade. 
Representar geometricamente o campo gradiente gerado por T(x, y, 2). 


A Figura 4.14(a) mostra a esfera metálica de raio 3, centrada na origem. 


A temperatura é dada por 
Tay 0=3- dire 


Portanto, 


= = = 
dt Jayar dei 


O campo gradiente está representado na Figura 4.14(5). 


grad T = ( 


Figura 4.14 
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É comum denotarmos o grad fcomo Vf onde Y (lê-se nabla ou del) representa'o 


operador diferencial 
ð- ð- ð- 
V=— jr 
ty e 
Temos 
gad f = Vf 
ð- 2 
adas 
«Ar 
AE 


4.4.3 Propriedades 

Sejam fe g funções escalares tais que existam grad fe grad g e seja c uma constante, Então: 
Oradh scgadf c- el 

(ii) grad (/ + g) = grad f+ grad g; 

(ii) grad (fg) =f grad g + g grad fi 


(1) grad (4/8) = SEAS- S erd g 
g 


Prova do item (iii). Supondo f= f(x, y, 2) e g = g(x, y, z), temos 


d 7,9 5 > 
O = T E + Lan 


` dz 
METRES CAMAS 
(ê AO 
= f.gradg+g.gradf. 
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Interpretação geométrica do gradiente 


Consideremos uma função escalar f(x, y, 2) e suponhamos que, pára cada constante k, em 
um intervalo 7, a equação f(x, y, 2) = k representa uma superfície no espaço. Fazendo 
ktomar todos os valores, obtemos uma família de superfícies, que são chamadas superfícies 
de nível da função f. 


4.4.4 Proposição 


Seja fuma função escalar tal que, através de um ponto P do espaço, passa uma superfície de 
nível S de f. Se grad f + O em P, então grad fé normal a S em P, 


Prova. Seja C uma curva no espaço que passa por P e esteja contida na superfície de nível 
S de f (ver Figura 4.15). 


Figura 4.15 


Representamos C por 
FO = x) + yO] + nE, 
Como C está contida em S, temos que 


SEO, IO, 40) = k. 
Derivando em relação a 4, vem 


d 
y. E 
ed 
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de 
Como T é tangente A curva Cem P, segue que Y/ é normal à curva CemP. 


Como C é uma curva qualquer de S, concluímos que grad, fé normal à superficie 5, 


4.4.5 Exemplos 


(i) Determinar um vetor normal à superfície 


+ y? no ponto P(1, 0, 1). 
A supesfície z = 4º 4 y" pode serescritacomo A vy-g:o 


Sy 2)=0 onde fix, yz) = 4 r-z 


Desta forma um vetor normal a z =x" + y? no ponto P é dado Por grad f(P). 
Como 


gad f = 2x7 42yj- 
em P(1,0, 1), temos grad (1, 0, 1) = 


Portanto, o vetor 27 — É é normal ao. 


parabolóide z =x? + y*em (1, 0, 1). conforme 
ilustra a Figura 4.16. 


Figura 4.16 


(Il) Determinar um vetor perpendicular à circunferência x +y 


=9 no ponto P(2, 5). 


Neste exemplo, temos que x*+?=9 é uma curva de nível da função 


Sy) arsy 9, 
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Portanto, se V/(P) + O, ele é perpendicular à circunferência dada. Temos, 
grad f= (2x, 29); 
grad f(P) = (4, 245). 


Logo, no ponto P(2, V5), o vetor 47 + 243 j é perpendicular A circunferência 
x + y'= 9, conforme ilustra a Figura 4.17. 


Figura 4,17 


4.4.6 Cálculo da Derivada Direcional usarido o Gradiente 


Seja à o vetor posição do ponto P. Então, F(s) = a(s] + xt) + 0É = à + Ds,onde 
s 2 0 éo parámetro comprimento de arco, é uma equação vetorial para a semi-reta C (ver 
Figura 4.18). 


Figura 4,18 
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tonal 2 E A 
A derivada direcional ES (P), na direção À, em P, é derivada da função 
FOL) (9) 45)) em relação a s em P. 


Supondo que f(x, y, z) possui derivadas parciais de 1º ordem contí 
regra da cadeia, temos iii 


Y (£ de Y dy Y de 
2pp. [26,7 6 df d 
ata Jo Mm 
Substituindo 
ro (SE, LA 
ds’ ds 
=b e 
¿Y 7,Y3,Y 7 
end] ql TE em (1), vem 
A 
de (P = Ë. grd fep) o 


4.4.7 Exemplos 


(i) Determinar a derivada direcional de f(x, 


direção do vetor 27 — 57 + 2% 


Temos, 


grad f = (10x —6y)7 ~ 6x J + E; 


grad f(l, 1, 0) = 
O vetor unitário na direção dada é 


(3,2) = 54º = 69: + z, no ponto P(-1, |, 0), na 


-167 + 6j +È. 
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aa Portanto, usando (2), temos 
ESET] Ya 
A ah 


Ee 
“qm ma tm 
Portanto, usando (2), temos 


Les, LO= (% 5 3) ts sb O Gradiente como direção de máxima variação 
-2410 , = $ 5 4.4.8 Proposição 
Y 33 


[53 
20433 


Seja flx, y, z) uma função escalar que possui derivadas parciais de 1% ordem contínuas. 
Então, em cada ponto P para o qual Yf + O, o vetor Vf aponta na direção em que feresce 
mais rapidamente. O comprimento do vetor Vf éa taxa máxima de crescimento def. 


Y a 


G) Determinar a derivada direcional de f(x, y, 2) =324 y? + 2, no ponto -i 25 


i Prova. Como = (P) = Ë. Yf, usando a definição de produto escalar, temos 
s 
direção do vetor que une P a q. , O, 3} 
PEN Lo = [Ë]IV/I cos 0, onde 0 éo ângulo entre os vetores Vf e $, 


grad f = 2x7 +29] 4228 


era (a, 2 ir 


O vetor unitário na direção dada é 


Como 5 é unitário, vem 


Lin = Vf cos 0. 


O valor máximo de Y (P) €obtido quando escolhemos 8 = O, isto é, quando esco- 
ls 


Fi hemos Ë com a mesma direção e sentido de Vf. 


Neste caso, Y (p) = Wi. 
ds 


Po 
Pal 


s A 
2e eo-a a(o 24 
5 H-2] o; 


Assim, o vetor Vf aponta na direção em que ferese mais rapidamente e seu compri- 
mento éa taxa máxima de crescimento de f. 
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44.9 Exemplos 


() No caso do Problema 2, apresentado no início da seção 4.3, podemos dizer que, se 
grad T+ O em P, para se esfriar o mais rápido possível, o pássaro deve voar na direção e 
sentido de — grad T(P). 
(11) Seja lx, y ) =2= 


a) Estando em(1, 1,2), que direção e sentido deve-se tomar para que feresça mais rapida- 
mente? 


e 


ds 
Solução de (a). Estando em (1, 1, 2), devemos tomar a direção e sentido do vetor 


b) Qual éo valor máximo de x a, 1, 2)? 


Va, 1, 2 = -2 -2j +È 


para que f cresça mais rapidamente. 


Solução de (b). O valor máximo de x (l, 1, 2) é dado por 
js 


IP/d, 1, 2) = 3 


4.5 EXEMPLOS DE APLICAÇÕES DO GRADIENTE 


() Seja Tx, y, 2) = 10 = x — y? — z? uma distribuição de temperatura em uma região do | 
espaço. Uma partícula P, localizada em P (2, 3, 5) necessitá esquentar-e o mais rápido 2, 
possível. Outra partícula P, localizada em P.(0, -1, 0) necessita esfriar-se o mais rápido 43 
possível. Pergunta-se: + 


a) Quala direção e sentido que P, deve tomar? 
b) Qual a direção e sentido que P, deve tomar? E 


c) Qual é a taxa máxima de crescimento da temperatura/em P, e qual é a taxa máxima de 
decrescimento da temperatura em P,? E 
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Solução. Temos que 
Brad T=(-2x, -2y, -22). 
a) Como P, necessita esquentar-se o mais rápido possível, deve tomara. direção e sentido do 
Brad T(2, 3, 5) = (4, -6,-10). 


b) Como P, necessita esfriar-se o mais rápido possível, deve tomar a direção e sentido do 
vetor 


= grad T(O, — 1, 0) = (0, 2, 0) 
= (0, - 2, 0) 
©) A taxa máxima de crescimento da temperatura em P, € dada por 
lerad 742, 3, 5) = VISZ. 
a de decrescimento da temperatura em P, é 19% 1> 
lgrad 7(0, — 1, 0) = 2 


(ii) Um alpinista vai escalar uma montanha, cujo formato é aproximadamente o do gráfico 
dez=25 -x~ 3’, 22.0. Se ele parte do ponto P(4, 3, 0), determinar a trajetória a ser 
descrita, supondo que ele busque sempre a direção de maior 


VA, 


A taxa mi 


Solução, Seja FU) = (att), yU), 2(1)) a equação da trajetória do alpinista. 


Inicialmente vamos determinar a projeção 7() = (xt), y) de 74) sobre o plano 
ay. 


No plano xy a direção de maior aclive da montanha é dada por Vf, onde f'=25- x°- y’, 


Como o alpinista deve se deslocar na direção de maior aclive, o Y/ deve ser tangente à 
Projeção (£) da trajetória. E 


Fazemos então, £ aerun, y 0003 
FO = grad fi) ou 


de 


pa 
a (E, 2) = como, ayu w 


as 
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Resolvendo (1), y 


La ti el 


a$ 


um 


>, . 
2 = 2x1) e 5 =-240) ou 


x= Ce% e y) = Ce”, 


Para particularizar as constantes C, é C,, lembramos que o ponto de partida do alpi- 
nista, correspondente a 1=0, é P(4, 3,0). 


Portanto, 


M0) =4 e y(0) = 
ĀU) = (4e”, 307") e a trajetória é dada por 


Fu) = (se 


3 e dessa forma, C, =4 e C, = 3, Logo, a projeção de F(1) € 


30%, 25- (4 - (2e*)) 


= (40%, 307, 25-250") 


A Figura 4.19 ilustra este exemplo. 


(iii) A Figura 4.20 mostra as curvas de nível da temperatura T(x, y) da superfície do oceano, | 
de uma determinada região do globo terrestre. Supondo que T(x, y) é aproximadamente fá 


A 1 
iguala x— — x 


3 


a) Qual éa taxa de variação da temperatura nos pontos P,(2, 3) e P, (4, 1), na direção 
nordeste? 


b) Se não conhecermos a forma da função 7(x, y), como podemos encontrar um valor 
aproximado para a taxa de variação do item (a)? 


© Qual éa taxa máxima de variação da temperatura em P,? 


Figura 4.20 
Solução de (a). A taxa de variação da temperatura é dada w derivada direcional. Consi- 
derando que um vetor unitário na direção nordeste é (z r) eque 
F ap" 


sudf=(1- h ) vem 


(n) =X 
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is Yip) E da 1 1 
ae (Pi) Frid 1) = Vf, a(g a) 


Solução de (b). Se não conhecermos a forma da função 7(x, y), podemos calcular a taxa de 
variação média da temperatura na direção nordeste no ponto P,, Basta observar a Figura 
4.20 e assinalar as temperaturas a nordeste: 1º, e a sudoeste: 0º. A seguir faz-se o quociente 


or 

Lkm 
onde | km é a distância aproximada entre os dois pontos cujas temperaturas foram observa- 
des. 


Portanto, -1 grawkm é o valor aproximado da taxa de variação da temperatura, em F, 
na direção nordeste. 


Analogamente, temos que 


tura em P, na direção nordeste. 


Observamos que os valores encontrados em (a) são aproximadamente os mesmos en- 


contrados em (b). k 


Solução de (c). A taxa máxima de variação da temperatura em.P, é dada por 


lerad (2) = 0 + 


(iv) Encontrar a equação da reta tangente à curva x? + y?=4 no ponto (43, 1), usando o 
gradiente, 


Solução, Analisando a Figura 4:21, vemos que a equação da reta tangente a uma curva do iA 


nível f(x, y) = k, em um ponto P (x, Y), pode ser encontrada através da equação 
` VR) - [F - À] = 0. 


= -2,5 grau/km é o valor aproximado da taxa de variação da tempera- ` 


onde? = xi + yje = xoi + yoj. 


+ 
Figura 4,21 
Neste exemplo, temos que (x, y) = x? + y? e (VI, 1). 
Usando (2), vem 
YY, 1) . (6x) (43, 1)] = 
(243, 2) . (x-43, y ~1) = 0 
W3 (x - 43) + Ay - 1) = 0 


23x+2y-8=0 


Portanto, 23 x + 2y — 8 = O é a equação da reta tangente A curva x° + y! = 4, no 
ponto (43, 1). 


(v) Potencial de um campo elétrico, 


Consideremos uma carga elétrica positiva Q, situada na origem do plano xy, conforme 
Figura 4.22. 


Da Física, temos que o potencial V, a uma distância r dá carga Q, é constante e é dado 
por 
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Assim, as curvas equipotenciais no plano xy, isto é, as curvas de potencial constante, 
são as circunferências de equação $ 


Peyr, r>0 


Figura 4.22 


Seja P(x, y) um ponto de uma curva equipotencial. Se colocamos em P uma carga 
unitária positiva q, esta sofrerá, segundo a lei de Coulomb, uma repulsão, O campo elétrico 
E, gerado por Q, no ponto P, tem a direção do vetor F = xi + 37 esua intensidade é dada 
por 


or 
P 


Qro o A 
- = 4 (3) 
E E 


Vamos agora determinar o gradiente do potencial Ve compará-lo com (3). 
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Como o potencial V é 


v-2 


r 


temos 


Segue que, 


se conhecermos o potencial V, podemos determinar o campo elétrico Ë 
pela fórmula. 


Também podemos encontrar a taxa de variação do potencial V, 
P. Basta calcular a derivada direcional, Temos, 
av 
às 


na direção 7, no ponto 


(P) = wey. É 
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av a Ëa, 0) = grad va, 0) 
A expressão y (P) = -Ë| nos mostra ag o Pen V decresce à medida que nos Rs 
afastamos da carga Q na direção do vetor 7 = af + 3). o 
= 407. 


Visualizando o campo elétrico É representado na Figura 4,23, vemos que, para au- 
mentar potencial de uma carga positiva, é necessário deslocá-la em sentido contrário ao do 
campo iétrico. . 


Portanto, 


46 EXERCÍCIOS 
1. Calcular, usando a definição, a derivada direcional do campo escalar f(x, y) no ponto 
indicado ena direção $ = 7 + J. 
a) f(x, y) = 2x + 2y em PI, 1). 
b) f(x, y) = 2x + y em P(-1,2). 
- © fy)= e em P(O, 1). 


tas 
bz 


Figura 4,23 


É 
LA 
ar Nos exercícios de 2 a 6, calcular, usando a definição, a derivada direcional no ponto e 
/ direção indicados: 
2 f(x,y) =x)", P(1, 2), na direção de Y = 27 + 2). 
3 f(x, 3.2) = xy + z, P(2, 1,0), na direção do eixo positivo dos z. 


4 f(x, y) = 2x + 3y, PG, 2), na direção da reta y = 2x. 


(vi) Um potencial eléxico é dado por V = 27, Achar a intensidade do campo elético 
ny 2 r ea 

no ponto (1, 0). S. f(x9)=2-2º-y3, P(I, 1), na direção do vetor tangente unitário à curva 

C: F) = (1, 1°) em PU, 1). 


Conforme o exemplo anterior, temos 5 
E av 6. F(y,2)=2x+3y-z, P(L, L, 1), na direção do eixo positivo dos y. 
gra 
-20.2x 20.2y 
Pary (rey 


(0x -40y 
Eyi Ery 


; Nos exercícios de 7 a 17, calcular o gradiente do campo escalar dado. 
1% fmnd=a ++ 
¿[084294 48 


ES A) = 3-2 


Fone 


| 
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10. f(x, y D= V 


1 færar- dy 
12. faye 
13. f(x, y) = arc tg ay 

2. 
140). 


*-y 
15. y) = 2y + y+ ne 


Wasis- 


1 fly) = ver 
Nos exercícios de 18 a 24, representar geometricamente o campo gradiente definido 
pela função dada: 


2) 


(+ 


18. 10x, y, 2) 


19, u(x, y) = 2x + 4y 


20. u(x, y) = 


21. u(x, y) 


Da) ey 
23. u(x, y) = 2r- y 

CEEE ET S 

25, Seja f(x, y) = 2a + Sy". Representar geometricamente V(x, x sendo (xy) dado por 


1 
a) (1D b) ED o) G 5) 
26. Dados A 3) e de 2)eu função f(x, y) = In xy, determinar o Angulo formadi 


pelos vetores Vf(A) e V(B). 


27. Provar as propriedades (i), (il) e (iv) da seção 4.4.3, 


28, Determinar representar graficamente um vetor normal curva dada no ponto indicado; 


a) 24 3y P(1, 42) 
b) y=2x; P¢-1, 2) 
0) eyes P(2,2) 
dic HE 3). 


29, Determinar um vetor normal à superfície dada no ponto indicado e representá-lo geome- 
tricamente; 


a) e+ Sy+3z=10; PLA, 3 
db) 2220 +4y% P(0,0, 0) 
O) ary PIA. 
30, Traçar as curvas de nível de f(x, y) i P+ i 3º que passem pelos pontos (J, 1) 


(1, -2 e (2,1). 
Traçar os vetores V/(l, 1), V/(1, -2) e YI, 1). 


Nos exercícios de 31 a 35, determinar uma equação para a reta normal à curva dada, 
nos pontos indicados: 


3L. y 


PLD, P/2,9) 
RVI, y 
PI) 

PBA) 


2x ; 


Dex pta d; 
Marryzd; 
Say 


i PEO 


** Nos exercícios de 36 a 40, determinar uma equação vetorial para a reta normal à super- 
ficie dada, nos pontos indicados: 
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O A 1,-v2) 
38, +y, P43,4,5) 
wrrhyelo=h, Pf1,2,-3) 
Las 135 
ARAS IN ajo. 3 2) 


41. Calcular x (xm Ju) na direção Y = 27 
a) ANI (a) = (L, 2) 


DAN (y) =(-1,2) 
LAS A i É 
9-2 ty)=(0, 5) 
42, Calcular as derivadas direcionais das seguintes funções nos pontos e direções indicados: 


a) f(x, y) = e* cosy em (0, 0) na direção que forma um ángulo de 45º com o eixo 
positivo dos x, no sentido anti-horário. 


b) f(x, y, 2) = 4x — 3y? + z em (-1, 2, 3) na direção da normal exterior à superfície 
a++ z= 4, no ponto P(I, 1, 2). 


Nos exercícios de 43 a 47, determinar a derivada direcional da função dada: 
43. f(x, y, 2) = 3X? + 4y*+ z, na direção do vetor à = Ï + 27 + 2k. 
44. f(x, Y, Z) =ay + xz + yz, na direção de máximo crescimento de /. 
45. f(x, y) =x + y?, na direção da semi-reta y- x = 4,120. 
46. f(x,y) =4 -x° — y’, ma direção de máximo decrescimento def 


47. f(x,y,z) = V1 = x? — y? — 2?, na direção do vetor à +jek 


48. A derivada direcional da função œ = f(x, y) em P.(1, 1) na direção do vetor -} 


BR, BA, 2), 62, e na direção do vetor AP, P,(2, 0), € 4. Quanto vale 2 em 
P, na direção do vetor 7,0, onde O é a origem? 
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49, Em que direção devemos nos deslocar partindo de Q(1, 1, 0) para obtermos a taxa de 
maior decréscimo da função /(x, y) = (2x + y 2)? + (Sx 29912 E 


50, Em que direção a derivada direcional de f(x, y) = 2xy—x* no ponto (1, 1) é nula? 


51, Em que direção e sentido a função dada cresce mais rapidamente no ponto dado? Em 
que direção e sentido decresco mais rapidamente? 


a) fla, y) = 2i? + xy + 2y em (1,1) i 
b) f(x, y) = er em (2,-1). 


52, Determinar os dois vetores unitários para os quais a derivada direcional de f no ponto 
dado é zero, 


a) f63=eyY=ay, P(10, 10) 


SA 


9 fysen, 


PB, 2) 
P(1, 0). 


53. Uma função diferenciável f(x, y) tem, no ponto ( Z), derivada direcional igual a z 


ma direção 37 + 4] e iguala L na direção di 


o ola) 


b) Yo, 3) na direção à = 747, 


= 37. Calcular: 


> 
54. Determinar à derivada direcional da função z = = 


são da normal exterior à elipse 2x + 3y? = 8 no ponto P, 


no ponto (l, VZ), nadire- H 
Nos exercícios de 55 a 58, encontrar o valor máximo da derivada. direcional do campo 
escalar dado, nos pontos indicados: 

ESS S yay- PALO) 

SÓ f(x,y,z) =x + 2y +22; PO, 0, 0) e Pl, 2,2) 
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57. f(x,y.) = cos x + sen y: Pg) 
SB. fs, 9) mare ge, PA-L, D. 


59. Dada a função % + y? +22, determinar sua derivada direcional no ponto 
P(1, 1, 42), na direção da normal exterior à superfície =x + y? em P. 


60, Admita que T(x, y) =4 24 2)? represento uma distribuição de temperatura no plano 
xy, Determinar uma parametrização para a trajetória descrita por um ponto P que se 
desloca, a partir de (1, 2), sempre na direção e sentido de máximo crescimento da tem- 
peratura, 


61, A Figura 4.24 mostra uma plataforma retangular, cuja temperatura em cada ponto € 
dada por Tx, y) = 2x + y. Um indivíduo encontra-se no ponto P, desta plataforma e 
necessita esquentar-se o mais rápido possível. Determinar a trajetória (obter uma equa- 
ção) que o indivíduo deve seguir, esbogando-a sobre a plataforma. 


Figura 4.24 


62, Uma plataforma retangular é representada no plano xy por 
OSxSI5S e 0SySs 10 


A temperatura nos pontos da plataforma é dada por (4, y) = x + 3y. Suponhamos que 
duas partículas P, e P, estejam localizadas nos pontos (1, 1) e (3, 7), respectivamente. 


a) Sea partícula P, se deslocar na direção em que se esquentará mais rapidamente ea 
partícula P, se deslocar na direção em que se esfriará mais rapidamente, elas se 
encontrarão? 
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b) Obter uma equação para a trajetóri 
doma nn equação para a trajetória da partícula, representando-a sobre a plata. 


63, Resolver o exercício 62 supondo que a temperatura seja dada por 


64, A densidade de uma PR “le massa varia em relação a uma origem dada segundo 


Very a 
Achar a razão de variação da densidade no ponto (1, 2) 
de 45º, no sentido anti-horário, com o eixo 
variação é máxima? 


a fórmula p = 


) na direção que forma um ângulo 
positivo dos x. Ein que direção a razão de 


65. Usando o gradiente, encontrar uma equação para a ret 


ponto (V2, 1). 


66. Encontrar o vetor intensidade elétrica 
ponto indicado. 


agente à curva e — 


lino 


grad Va partir da função potencial Y, no 


a) Vae 422 


P(2,2,2) 


0, o) 


P(1,2,-2). 


D Veco Al 


c) V=(0+y+y 


67. Um potencial elétrico é dado por y = 10 Deter 


T minar o campo elétrico, 
tepresentando-o graficamente. 


RESET: 


4,7 DERIVADA DIRECIONAL DE u 
VETORIAL ei 


471 Definição 
Consideremos um campo vetorial 


AD de nm dE 
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Escolhemos um ponto P no espaço e uma direção em P, dada por um vetor unitário b , 
Seja C uma semi-reta, cuja origem é P e possui a direção de À e seja Q um ponto sobre C 
cuja distância de P é s (ver Figura 4.9). Se existir o limite 


Lo, = tim LOLA Jo-1m EVI a 


ele é chamado a derivada direcional de fes emP,na agi 5. 


Usando as componentes de F , reescrevemos (1) como, 


g Í ep) = iim (OÍ + OJ + aa- (A API PR) 


320 


- (tm Oy , (es: KENY , (im 410- SPY o 


0 420 


Observando (2), concluímos que a derivada direcional de / em um ponto P existo, se 
e somente se, existem as derivadas direcionais das funções escalares /,./, e fy Neste caso 


temos 
F ep = A pira pj + Dei 
ui A (27 + A 


Usando os resultados obtidos na Seção 4.4.6, podemos escrever 


E = [B graa papi + [5 . gaa cen] + (8. ga Pato) (0) 


Seb = (bj, by. by), podemos reescrever (3), como 


z Lms [e by, by). (2 A ip, um E ef + 
[o bn Eo Lon Aim) + 


[e dy (é e, Lo Dun) 


4.7.2 Exemplos 


Y 

-fh EEDE Amp Lo, 
a 

h% Be epy a p, W sotn: 


a 
hæ Y (P) + dy YA EA Lira en 
Ou, em notação matricial, 


Y Lp Lp A 
Y 
at) a O bd 


Y dh % p Y 
=p | =|2 JA E 
a E Siam Sum Lo b w 
Y, 3 
Er % Ho A Y um E nl, 


A matriz que aparece em (4), formada pelas derivadas parciais das funções /, ff, € 
lho 


conhecida como MATRIZ JACOBIANA. Ela aparece em diversas ocasiões dentro de um 
curso de “Cálculo Diferencial e Integral”. No Capítulo VI, voltaremos a usá-la para fazer 


transformação de variáveis no cálculo de Inte; 
grais AN Superfície, ele: (house 


dels fan Mico e gh 


613) 


(i) Encontrar a derivada direcional em P(2, 1), do campo vetorial radial 


Fx, y) = xË + y], na direção do vetor 


Solução, Usando (3), temos E 


Y ; o ÉS 
37 D= [Bema nO, DJ + 8. grs p, Dj. 
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Opa 
fee EMA Nin Zan = leos o7 + sen 07). 27F + fens07 + sen 0). (27); 
= -jv Qio ql] ln rt eros? 
ii 2 “ay =2c0507 - 2sen0j. da a ke ' 
j Portanto, ` 
fo ef =). Tb tanto, a at kinse 
“ipi ale: J] Ba de Va cos 04 4 seio, pala aj 
ak 


= 2, para toda direção no plano xy, 


w ol 
GD Seja Fer, 3) ayi = 977. al ME $ IR Pa 
a) Mostrar que o diódulo da derivada direcional de F(x, y), no ponto (I, 1), € ihal a 2, 
para qualquer direção no plano xy. 


Solução de (b). Para encontrar a direção no plano xy, na qual E a 2] tem valor máximo, 


vamos inicialmente calcular y 0, 2), na direção de $ = cos 07 + sen 07. Temos, 
b) Encontrar a direção no plano ay, na sa, alem valor máximo, 


7 0, D = [Š . grad fo, mf + [E . sraa pa, 22); 
Solução de (a). Uma. direção no Misoa pode ser expressa pelo vetor unitário 


RR o (i H 5 
É = cos0 + sen 07, conforme Figura 429) Lon pate 1 560 AE = [(cos07 + senoj) 


F + [cos 07 + sen oj). (y 
= 200507 — 4 sen 07. 


+ 16 sento Ada e 
= 2 Voos 4 4 sena Ger ltn 


Devemos encontrar, agora, o valor máximo de 


840) = 2 Veost0 + 4 sendo, 


Figura 4.25 
Derivando g(0), vem 
Usando (3), vem > an 
i g (0) = A (cosa + 4 seno)” a cos sen O + 8 sen O cos 0) 
f 5 ai P 
as © D [B. grad fa, DF + [B.ga a, oj. 
às © D = [b-ga fa, DF + [5 bma na, ojj = q Seosfseno Zeze 


cos" + 4 sen?g 


Como f, = x’; grad fl, 1) = 27; Marzo 
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x 
Igualando g' (0) = O, temos 6 cos O sen 0 = 0, então, 0 = 0, =, ne] 


pontos críticos de g. Para 0 =, temos — 20928 = 9 P 20 T eso fos 
P y 2.1 [ox 
x = 2 pamO = E Za of-a 1a 0 = x temos 
Zo a] - zimno tomos Do pa 
Ža. 2l- = BE emos Ža, a] 
+ žu a) = zepo 2 vaasa, 


u lor) a ma (0-1) 


E direção no plano ay, na qual [> (1, a] tem valor máximo, é dada por 
baug ME 
B=tj 

pe (ii) Calcular a derivada direcional da função 


"Ë 4 e2] + E no ponto P(1, 2, 2), na direção do vetor 


este exemplo, usaremos a notação matricial. Temos, ; 


Lao E 
24420) a g Tl 
F A 
La, ame La, 2 2|=|0 e” o X 
00 ejja 

Y, 
ERROR Y. 


a of 2 3 
Portanto, o valor máximo de g a 2] ocorre para O = e JE, Dessa forma, a 


4.7.3 Interpretação Física 


Consideremos um fluido movendo-se em uma região D, em regime estacionário, isto é, a ve- 
Jocidade em qualquer ponto P(s,, z) é independente do tempo, Então, a cada ponto P'e D, 
está associado um vetor Ÿ(x, » 2), que é a velocidade do fluido em P (ver Figura 4.26). 


La PET de i a (Pda) 

al oração ¿linda é E o 
rs a seleção, E 
Fue do 


0 Pando P sou à Toen sli 
amil do sê me 
7) 


do Fido mo ME 
R). 


Y sertin 


Figura 4.26 


«+ A derivada direcional de Y em P, em uma direção dada 5, expressa a vatiação da 


Velocidade do fluido, em P, na direção 5 . 


4,7.4 Exemplo 


re 
k Seja Vl, y, 2) = al, a função vetorial que define a velocidade de um de- 
terminado fluido, em um ponto P(x, y, 2) do espaço, Determinar a variação da velocidade do 
fluido na direção do vetor à = 7 + E,cmP(1, 1,2). 
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O vetor unitário na direção dada é dv =V. f 
TE : a 
a -Brè Dai AT + sã) 
Lis dg 
=t Eg E Quando usamos esta simbologia, entendemos que o produto. (3. Fi representa 2. 
7 ES 
a 
Em P(1, 1, 2), a aceleração na direção de É € dada por Eu 12 Arton, (2 2), ja E (2). ja E 
Temos, i 


Za 1, 2) = [5. grad fa, 1, DJ + [Ë rad AA, 1, D) + 4.8.2 Exemplo 

a a Dado o campo vetorial Fix, y, 2) = 2x% + e] + ayek, calcular div f 
ë. EE) 
-sma 50, 1 mf Aplicando (1), temos 


A y div] tee + Leva 
(CAS - = re” ay, 
ə PARE i 4.8.3 Propriedades 


PA Sejam F = (h A h) eg = (812 82, 83) funções vetoriais definidas em um domínio D 
4.8 DIVERGÊNCIA DE UM CAMPO VETORIAL e suponhamos que div 7 e div F existem. Então: 
o a) div(/ +25) = div F + divg 
4.8.1 Definição ei 
b) div (Af) = hdivf + gradh. f, ondeh = h(x, y, 2) é uma função escalar diferen- 


Seja Fix, y. D = AC DE + fls DJ + la ye um campo vetorial defini- ciável em D. 
do emum domínio D. Se existem eso continuas as derivadas Y, %, Z, definimos | Prova doitem (b), Temos, 
de Y h i 
a divergência do campo vetorial 7, denotada por div È, como a função escalar ; div (hF) = div (bh Mas M) : 
E +2 EA a) a) + y 4 2 
«tha 0) +00) + Zum) 


Podemos interpretar (1) como 
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dz 


y [Ep pp A ) 
E bd lhg A 
= hdiv] + gradh . f. 1 
Supondo que existam as derivadas de 2º ordem de f, podemos determinar div (grad /). 


(E Y x) 
de "pd 


Como grad, 


temos 


ci 0 


Usando o operador V na expressão (2), reescrevemos 
div (grad f) = Y. Vf 


=f 
E i É 
Cats to 
onde V? = tis tia 
O operador diferencial V? é chamado Laplaciano e é muito usado na Física. A equa- 
ção 
vij=0 : o 
é chamada equação de Laplace, E 


onde it = př, sendo p = p(x, y, z, 1) adensidade do fluidoc 7 = Ya, 


Y 2, 1) o vetor 
velocidade. A 


Reescrevendo a equação (4) na forma 2 = = div ú, vemos que a divergência de um 


campo vetorial surge como uma medida da taxa de variação da densidade do fluido em um 
ponto. 


Quando a divergência é positiva em um ponto do fluido, a sua densidade está diminuin- 
do com o tempo. Neste caso, dizemos que o fluido está se expandindo, ou ainda, que existe 
uma fonte de fluxo no ponto, 


Quando a divergência é negativa, vale o oposto. 


Sea divergência é zero em todos os; pontos de uma região, o fluxo de entrad: na região 
é exatamente equilibrado pelo de saída, O fluxo não é criado nem destruído, ou seja, não 
existe fonte nem sumidouro na região. 


Se p = constante, isto é, a densidade não é função das coordenadas x, y, ze nem do 
tempor, dizemos que o fluido é incompressível, Neste caso, a equação da continuidade toma 
a forma div Y =0, e o campo vetorial Y € chamado solenoidal. 


4.8.5 Exemplos 


(1) Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade Y = y). Mostrar que todas as 
Partículas se deslocam em linha reta e que o campo de velocidades dado representa um 
Possível escoamento incompressível. 


Solução. Analisando a representação gráfica do campo vetorial Y (ver Figura 4.27), con- 
cluímos que todas as partículas se deslocam em linha reta. 


Para verificar que Y representa um possível fluxo incompressível devemos mostrar 
que o campo de velocidade 7 satisfaz a equação 


A x oeo “tor gp do 


i 
i of i 
i 4.8.4 Interpretação Física da Divergência Temos, A de. RE DO A e i 
, pi / rek dijeras alte 
n i tinuidade E: AN A IA DU A 
: Na Mecânica dos Fluidos, encontramos a Equação da Continuidade Aju ou + 4 div 7 % (0) + E + F" (0) imi a T 
divis = OF el» o 
ðr Pao, uei $ 
4 A „tilii ka 
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Figura 4,27 


(1) Um campo de escoamento compressível é descrito por 


= pis 2e T - ay 


onde x e y são coordenadas em metro, € o tempo em segundos, p e Y em kg/m? e m/s, 
respectivamente, Calcular a taxa de variação da densidade p em relação ao tempo, no ponta 
P(3,2,2), para t = 0, ali y 


fiza tes 
Solução. Usando a equação (4), vem Plna) poms dta 


a a |i- deoe É 
ia ci aa PP T H 
div ia + Ro pr May $| 
uO a S 
2! = xe 4 e =0 ih ytd A) xI 
¡SNS 
E = set De, 
i pr a (1), E 


Sy =*=2 e portanto, no ponto PG, 2, 2), o tema po je EN 3 


(iii) Quando uma função escalar f(x, y, 2) tem derivadas de 2 ordem contínuas e 
div grad f=0 em um domínio, ela é chamada harmônica nesse domínio. Verifi 


seguintes funções são harmônicas: 
a) fyz) 
b) SAY 2) =y + ye. 


Y+- 


Solução. De (3) e da definição de. função harmônica, concluímos que uma função fé harmô- 


nica se e, somente se, fé solução da equação de Laplace. 
Basta, portanto, fazer essa verificação, 
a) Para f(x, y, 2) =xy+ 0-2 temos 


WE = lose, 1) 


ipod pia asso | 
vir sde 
=2y+e' 40 
= Yi za 


Portanto, is, 2) =p + et z não é uma função harmônica. 
b) Para f(x,y, z) = 24y + yz, temos 
Y = (2) 2x+2, D e 
Wf=0 
Portanto, f(x, y, 2) = 2974 yz é uma função harmônica, 
(V) Verificar que a equação da continuidade 


diva + 2 


Tso 


>| 


Pode ser escrita como 


Dr t ERIP. ep dive = 0 
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Solução. Conforme vimosem 4.8.4, ¡ = př, ondep = p(x, y, z, 1) €a densidade de um 
fluido e Y = (x, y, z, 1) o vetor velocidade, 


Considerando Ya, 13), temos 
divã = divpy 
= div plv Ya 15) 


Zon "E Zn) a 2 (on) 


kay E EE 


Py a ad 
CAES ap 2) 
= fu, dm, O Ed 
le ty? zee Eagon dz 

= pdivi + gad p. 5. 

Portanto, 
divã + 2 
pode ser reescrito como 


Pegado . F +p divë = L 


4.9 ROTACIONAL DE UM CAMPO VETORIAL 


4.9.1 Definição 


Seja f(x, y, 2) = file y DË + fa y, 0) + fala, yi dË um campo vetorial defini- 


do em um domínio D, com derivadas de 1+ ordem contínuas em D. Definimos o rotacional de 3 


F, denotado por tut , como i 
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m~i 


4.9.2 Exemplo 
Determinar rot f, sendo 
air] dk 
Temos, 
rtf=Vxf 


aj, E, 0 
dx dy de 
ay a dy 


= Or oi + (o? = 39) + 02 20. 
4.9.3 Propriedades 


Sejam Fx, y, 2) = (fx fis o) é E(X, y, 2) = (8, 83, 83) funções vetoriais definidas 
em um domínio D com derivadas parciais de 1º ordem contínuas em D, Então: 


= a) mi(f+g)=rtf+rog 
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b) rot(17) = h rot È + grad h x F 


onde h = h(x, y, 2) é uma função escalar diferenciável em D, 
` Prova do item b. Temos, E 
Ef E 
a d ð à 
rot (hf) = => % 
AS 


fa ð E 
Z- Don) 


(raga, 
Eni d h-h 

ABB 
(a(s 


== 
+2 


7 d = 
(30-2) (Zum 2009) 7+ 
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4.9.4. Interpretação Física do Rotacional 

O rotacional de um campo vetorial aparece em diversas Situações da Física. Por exemplo: 
(1) Na análise de campos de velocidade na Mecânica dos Fluidos; 

(01) Na análise de campos de forças eletromagnéticos; 


(ii) Pode ser interpretado como uma medida do movimento angular de um fluido e a condi- 
ção 

rot f =Â, 
pora um campo de velocidades, caracteriza os chamados fluxos irrotacionaist 


GV) A equação rot É = 0, onde É é forg 


a elétrica, caracteriza que somente forças eletros- 
táticas estão presentes no campo elétrico, 


Nos próximos capítulos, voltaremos a explorar essas idéias físicas, 


4.9.6 Exemplos 


(1) Um corpo rígido gira em torno de um cixo que passa pela origem do sistema de coordena- 
das, com vetor velocidade angular à constante, Seja P o vetor velocidade cm um ponto P do 
corpo. Calcular rot $, 


Solução, A Figura 4.28 ilustra este exemplo. 


ha 


A 


dé 


Figura 4.28 
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Da Física, sabemos que o vetor velocidade em um ponto P do corpo é dado por Solução de (a). De acordo com 4,8.4 devemos verificar se div Y = 0, 


v=0x7 Temos, 


onde 7 é o vetor posição do ponto P. div Y = Hao + Zoon + E, (30) 
Fazendo O = (0), Oy 05) e F = (x, y, 2), temos 


H 
A $ | 0-10 
: i j 
i i =0 
o O | Logo, temos um possível escoamento incompressível. 
| Solução de (b), Devemos verificar se rot Y = O. 
x ya i 
E Temos, 
= (072 - ay + (or 0107 + (07 0,0% | - Sr 
Portanto, 
- A 5 Sd a a2 
j j | fim) O & 2 
i i k 1 a f > E 
E) à a E. F 
Fel va » = i] 10x -10y 30 
e EN y d | x -10y ; 
el õ 
[j 


as A -ox i 
Mayay o O Logo, o escoamento é irrotacional. 


(o, acordo + 00a) +(0, ss) ii) Para um escoamento no plano xy; a componente em y da velocidade é duda por 
= 20,7 +20, +20,£ 3º = 2x+ 2y. Determinar uma possível componente em x para escoumento incompressível. 
=20, a 3 

E Solução. Para um escoamento no plano xy incompressível, devemos ter 
(li) Um escoamento é representado pelo campo de velocidade ` div? = 0, onde P = wi + (y? - 2x + 2y)j. 


7 = 10x7- 10y] +430Ê ; Temos, 


Verificar se o escoamento é: 
i 


q 
1 
p 
E 
+ 
> 

= 


a) um possível escoamento incompressível; 


b) irrotacional. 
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Resolvendo a equação 
a + 2y +2 = 0 encontramos uma possível componente em x, isto é, 


w=[t2y-2)dr + aly) 
= 2 2x + aly), 
onde a(y) é qualquer função em y. 
iv) No Exemplo 4.5 (v) vimos que o campo eletrostático associado a uma carga positiva Q 
Edado por É = VV, onde V = 2, p a REF, 
r 
Verificar que rot É = 0. 


Solução. Podemos escrever 
Es 
i j k 
R 2 Als 
rot Ë = | dy EN % 
Ox 
Pi 
=0+0j+ B Lo Ji 
y) 


= Ô, emtodos os pontos fora da origem 


| 
| 
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4.10 CAMPOS CONSERVATIVOS 


4.10.1 Definição 


Seja um campo vetorial em um domínio U. Se us M(X, y, 2) Euma função diferenciável em 
Utal que 


dizemos que F é um campo conservativo ou um campo gradiente em U, A função u é 
chamada função potencial de F em U, 


4.10.2 Exemplo 


Parr tig Yao igi 


O campo vetorial 
Ï = (dx + Syf + Sa a SÉ 


é um campo conservativo, pois a função u = 2xº + Saya € diferenciável em AP e o seu 
gradiente é F. Portanto, u € uma função potencial para 7. 


4,10.3 Teorema 


Seja F = (ff h) um campo vetorial contínuo em um domínio U, com derivadas, par- 
cinis de I“ ordem contínuas em U. Se admite uma função potencial u, então 


rot f = Ô para qualquer (x, »ae U. (1 


Reciprocamente, se U for simplesmente conexo e (1) for verificada, então / admite 
uma função potencial u = u(x. y, 2) em U, 


Observamos que (1) pode ser reescrita como 


NH KKK à 

C rd e 
Prova Parcial, Provaremos apenas a condição necessária, A prova da condição suficiente 
será omitida, 


200 Cálculo € Cap.4 EE | Cup. 4 Derivada direcional e campos gradientes 201 
Seja u = u(x, y; 2) uma função potencial para F, em U. Então u é diferenciável em U e | a) J =2a’yi + Saj + xy È emDa R, 
Ī = grad u, i b) Ñ = (4ay + a) + 22] + ak em DR, 
A a xs 
istoé, | SF $ + y Je 
Tan du: dus dup 
hi thi + dad da k D, = {(x, Ia = 3P + y? < Ije D = (( yI < x? ty? < 16). 
emas \ + Solugão de (a), Calculando as derivadas parciais, emos tpt 
seba 
Y DA 
du du du Atar, Los, A 
Apo e nado 0) dy a ea 
Derivando ambos os membros da primeira igualdade de (3) em relação a y, temos Hi so dB 2. 
de ar o 
%. E) 
dy ay Nor, Bos o Us 
j E Y 
u ! m 5 
ar ! Portanto, rot f  Q e dessa forma F não é um campo gradiente em AP. 
Derivando ambos os membros da segunda igualdade de (3) em relação a x, temos | + Solução de (b), Neste exemplo, o campo dado é contínuo com derivadas parciais de 1è 
ordem contínuas em AP”. Além disso, 
Y d(du > a É 
ax ala, 1 z T k 
Pu d E Sala 23 
ade, i afas 2a 
dxdy f dx dy de 


Como as derivadas de f são contínuas em U, usando o Teorema de Schwarz concluf- 


dyrr è x 
mosque 


d d, = 0-08 + A-D] + (4x - k 
dy ar -Ó 


Analogamente, obtemos as demais igualdades de (2). * Portanto, f é um campo conservativo em AP. 


Solução de (e). Calculando as derivadas parciais, temos 
4.10.4 Exemplos 


LY, UA E A e £ 
Usando o Teorema 4.10.3, o que podemos afirmar a respeito dos seguintes campos vetoriais Y x (ay) pe q me 
Fem? » 2 o 


202 Cále 
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C Caps 


Além disso, essas derivadas são contínuas em todos os pontos (x, y) + (0, 0). Porém, 


como o campo / e suas derivadas não estão definidos na origem, devemos tomar muito 
cuidado ao analisar o domínio. 


A Figura 4.29 mostra os domínios D, e D,- 


Figura 4.29 


Podemos observar que D, é um domínio simplesmente conexo, que não contém a ori- 
gem, Portanto, usando o Teorema 4,10,3, concluímos que f € conservativo em D, 


O domínio D, também não contém a origem. Mas ele apresenta um “buraco”. Não é 
simplesmente conexo. Assim, usando o Teorema 4.10.3, nada:podemos concluir sobre a 
existência de uma função potencial para F, em D}. 


= No próximo capítulo, veremos que J não é conservativo em D, 


4.10.5 Cálculo de uma função potencial 
Supondo que F = (fx fa» 9) € 0 gradiente de uma função potencial «em um domínio 
U C R”, podemos determinar w, usando as igualdades — * 


du du 


du 
A 


Os exemplos que seguem, nos mostram o procedimento a ser adotado. 


16 4.10.6 Exemplos 
(1) Verificar se o campo vetorial 
T=Qu+M + tre Dj (y é dE 
é um campo gradiente em RP, Em caso afirmativo, encontrar uma função potencial 1. 


Solução, O campo vetorial F é um campo tal que Safy € f, são tunções contínuas que 
possuem derivadas parciais de 1º ordem contínuas em A’, 


Portanto, como 


=x, ar que f admite uma função potencial u em AP. 
Va 


ha Lota n 
Tara determinar a função w = u(x, y, z), vamos escrever E ey 
du 
defesas? «a 
du 
tica (5 
de 
mrh=o+a (6) 
Integrando (4) em relação a x, vem 
u = [Or +2dr 
y "Miras 2) y) 


Deste resultado c,da relação (5), escrevemos 
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| 
z | Ee rpp” 
Logo, Sel i e = DE OM (ey a) e 
a = dy i EE asant y ay, 
= ybe 


Substituindo o valor de a(y, z) na expressão (7), obtemos 


u=aye+ 2r + y tbla). 6) 
Deste resultado e de (6), vem 
du di 
Loy y 
E + xy + 22 
db 
n = 2% 
Logo, To = 


b = z? + c, onde c é uma constante, 
Finalmente, substituindo o valor de b em (8), obtemos 
UR 
Esta expressão representa uma família de funções. Para cada valor atribuído à cons- 
tante c, obtemos uma função potencial do campo F. ji 


Gii) A lei da gravitação de Newton estabelece que a força F de atração entre duas partículas, | 
de massa M e m é dada por E 1 


Í =-GmM 
onde F = xi + yj + 2k e r = [7]. Encontrar o potencial newtoniano u, tal que 
Ī = grada. : 
Solução. Inicialmente vamos reescrever f i 


Ï = = GmM (x? + y ey” 


Calculando as derivadas parciais, temos 


x B 3 mty (a + Paya, 


Salientamos que o campo F está definido em AP? — (0, 0, 0). Como o domínio de 
definição de F é simplesmente conexo e (2) é verificado, usando o Teorema 4.10.3, pode- 
mos concluir que existe uma função potencial v. 


Temos então, 
du 
S O) 
a du Ly 
F = -GmMy (x? + y? + 2) (10) 
y 
E (ay rp an 
Integrando (9) em relação a x, obtemos 
u = |- GmMx (x? + y? + ¿y dx 
= GmM (xè + y? + 2Y"? + aly, z) az 


Derivando este resultado em relação a ye usando (10), vem 


Z = Ocentioa = b(g). 


Logo, (12) pode ser reescrito como 
u= GmM (+ se) + bem 
Derivando este resultado em relação a z e usando (11), vem 


2 = 0 e portanto b é uma constante, 


Logo, o potencial de Newton é dado por 
u= GmM (Pr ya LY" + c. 
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4.11 ALGUMAS IDENTIDADES VETORIAIS i Portanto, 
3 aa l y. (x) Și Uan to) + LU = Ae) + Dl = fa) 
Usando o operador V = E > y representamos o gradiente de um campo escalar y 
de OO “ndo, ção 0, 

d, Vd, o divergente de um campo vetorial 7, Y. F, e orotacional de 7, Y x f. A A E i a 

Listamos a seguir uma série de identidades vetoriais que podem facilmente ser EE AE A 
verificadas. + Ae ES y. 

Sejam J e $ campos vetoriais, $ um campo escalar e F o vetor posição. eñ % x pn kst En 5 % A 

Então, de. 

3 CC ON O 

a ppan E EE 
b) (f. V} =F 


de 2) EEN CN 
o (xv) = Fx > a Y ES Jed ) 


2)*Ady ae) 
RS a (E-2 2-2 2-9) 
9 V. (F) =9.7+7. ve ki e eo e de T dy 
9 v. (7 E. VxJ)-}. 0x 


è EEN 
wnn. (E d’ de dr 


D Vx(F xE) = AV. D -E.J G. WÍ- (7. Ye EA os 
b) Yx (Yx J) = YV. j) -PF 8. . 8 


Vamos verificar o item (f). Temos, 


4.12 EXERCÍCIOS 


3 k 
bilis 1. Encontrar a derivada direcional em P dos campos vetoriais dados, na direção do vetor 
B & & : | 
= (es edi + (gy — Ago) + Ue — Ll W na) = Ui + + dE; PO 12) 


b) Mano = (eia te je 00,0) 
EAN 
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2 


4 


).. Encontrar a derivada direcional do campo vetorial dado, no ponto e direção indicados, 


. Seja F(x, y) = 2x7 + y]. Encontrar a direção no plano ay, na qual E E 3] tem 


i, Encontrar a direção de máximo valor absoluto para a derivada 2 E o ), sendo 


9. Dado o campo vetorial 7, calcular div F, 
a) Hay) = 27 + 09] 


Frya direcional da função /(x, y, 2) = senti + cosy] + 2 no ponto 
Hz. E E, 2), na direção do vetor à = 37 — J + 2%. 

b) f(x, y) = senlxi + 2cosrj 

o Jaya = 2 T+ Baye] + ek 
Dardo 


a) Fera) = (Y, y, 2) Ri, 1, 1X na direção do vetor à = 7 + J + É 
b) Jex, y) = -yi + afi Pa(2, 1): na direção da semi-reta y = 2x, x> 0 


9 Finya) = (e + PE + ze"): BA 2, 2); na direção do vetor É + 27 10, Um fluido escoa em movimento uniforme com velocidade 7 dada. Verificarse Ÿ repre- 
j is T ço senta um possível fluxo incompressível, 
d) Jex, y) = e!(cosyT + seny)); P,(0, 0); na direção do vetor É - J. ç a 
a Pe eira yr 
Encontrar o módulo da derivada direcional do campo vetorial 
Rix, yz) = (o, vé, 2x?), no ponto P (1, 1, 0), na direção do vetor 


d=i+ +2 t 


god 

9 F=2yi taj. 
11. Provar a propriedade (a) da seção 4.83. 
valor máximo, 


Í = (x+y, 1) e P,=(0,0). DAD = (2x + 4z, ya dx ye) 


j 
| 
Ro | 12, Encontrar a divergéncia e o rotacional do campo vetorial dado. 


å E ey ipê q T 
+. Mostrar que o valor absoluto da derivada direcional de F(x, y) = aí +] €indepen- , * b) fy) = (è t, y) 
dente da direção dada no plano xy. E 9 jana = (y 2) 

8. Seja F(x, y, 2) ocampo de velocidades de um fluido em moviniento, Determinar a varia- 9) Tra.) = (e'cosp ese) 


ção de Y no ponto e direção indicados. 


9 650 = (ot, 29), - xy) 
a). 5 


DAN a+ = > E ) (153) + (0,0) 


CAEN 


2) = (x, v.z); R(l, 2, 1); na direção do vetor normal exterior à esfera 


, no ponto (1, 0, 0) 


b) 92) = (ex. 2y, -30) BA, 1, 2); na direção'do vetor 7 + J + E 


e 


=y, É) ROO, 
F(x, y, z) = (2x, 2y, 2); PLA 2); 
Vx, y) = aj, P,(2,2); na direção do vetor É + J. 


i na direção do vetor 7 — 2E 


13, Determinar rot f sendo: 


direção do vetor — É a) 7 = seny + cosy) + zÑ 


s 


e 


b) F = 22y? + dj yl 
9 F= (x+ y)Ť E 
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14, Provar a propriedade (a) da secção 4,9.3. j 
15. Sejam F = (xz, yz, 09) e¿ = (x°, y?, 22). Determinar: + 


9 9.7 Dvs 
9 VxF O vxg 
o Vxl xa) ES 


D (xF). gx 
16. Seja ñ = (x° — y?). Vf. Calcular div ï no ponto P(I, 2, 3) sendo: 


a) fesemy es 
b) f= aye + Za 

17. Se f =2x yz © v = 7 + xj + senxk, calcular: | 
a) (Vf) + rot? 1 
b) div (Y 7) | 
9 mty 

18. Sendo i = 2x2 + (x? — 22) + (1? + 22)£, calcular rot (rot ii). 


19. Supondo que 7 representa a velocidade de um fluido em movimento, verificar se Y 
representa um possível fluxo incompressível. 


a) y) = (By = 35 + T 
b) F, yz) = (1,9.2) 

c) F(x, y, z) = (2x, -2y, 0) 
dy = (Ey a) 


Dye, 22) ” 


20. Um fluido escoa em movimento uniforme no domínio D = {(x, y) 10 S y < 8}, Sea 
velocidade em cada ponto é dada por = (y + IJ, verificar que todas as partículas se 
deslocam em linha reta e que 7 representa um possível fluxo incompressfvel. 


o yz = Que, 
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21, Verificar se as seguintes funções são harmônicas em algum domínio: 
a) [670 =x2+ ln 
b) £(3)=28 y) + y +10 
€) S(x,y) = senx coshy 
d fander? 
9 y) 
N Jy sxrtyrz 
8) f(x. y) = e'cosy. 


22, Verificar se o campo dado é irrotacional. 


a) Fix, y, 2) = Oz, x2, 2y) 


D) Tra) = yz, 2-1, ato) 
O Fia, y, 2) = (res, eis, aye") 
OD Ts, y, 2) = (2 + cosy, -xz senye, ay seno) 
IAN 

23, Um campo de Esconmento compressível é descrito pori = př = ay Int + yr] onde 
xe são coordenadas em em, e 16 o tempo em seg, p e 5 em gemt e em, respectiva- 


mente. Calcular a taxa de variação da densidade p em relação ao tempo, no ponto 
P(1,2,2), para t=2 seg. 


24. Um escoamento é epresentado pelo campo de velocidade 
Pele sx) + ay 


Verificar se o escoamento é: 
3) um possível escoamento incompressível; 
b) irvotacional. 


25. Para um escoamento no Plano xy, a componente em x da velocidade é dada por 
29 +143? Determinar uma possível componente em y para escoamento incompressível, 
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26. Mostrar que se f(x, y, z) é solução da equação de Laplace, Vf é um campo vetorial que ©) F = (10x + y senay)? + x sen) + Sx? E 
, é ao mesmo tempo solenoidal e irrotacional, 


D f=eis2ej sk 


io riso 


o 27. Usando o Teorema 4.10.3, o que se pode afirmar sobre o campo vetorial dado? 


g sia aço + 29. Encontrar uma função potencial para o campo 7, no domínio especificado: 
a) Fx, y) = (e seny, e cosy) em 


e 


' à a jaye ( E > y z 
i b) AN. (55 E ` A A Paya” 
, A y 


em qualquer domínio simplesmente conexo que não contém a origem. 


' D = [y 37 + (y= SÈ < 3) 


Ñ 2x 
d jana = CTA 
iii ( tyr TA zo Prr) em aereo. 


mínio simplesmente conexo A aE 


9 jay) = (oh To» casa | em D = (ele +! <} 
L ar)” (ey) 9 Jiya) = Ger xe", aye em R, 


30. Verificar as identidades vetoriais (a), (b), (c), (d), (e), (g) e (h) de 4.11. 

a ro [e E ES E rar ] 
mD=(my210<+y sd <l} 

9 Fix, y,2) = (ese + z, y cosy +1, z? - 3y) em R és 

D [=P oem 


8) Fx y, 2) = (senx + cosx, z, y) em AQ 4 


h) F(x, y) = (senx, cosy) em AP, 


' 28, Verificar se os seguintes campos vetoriais são conservativos em algum domínio. Em 
caso afirmativo, encontrar uma função potencial. 


a) f = 2zi + Syej + yl k 


g 


= (l+ ysenx)Ť + (1 — cosx)j 


) J= Iny + Inyej + na 


Capítulo 5 
“INTEGRAIS CURVILÍNEAS 


Neste capítulo apresentaremos definições, propriedades. e aplicações das integrais curvilíncas, 
também chamadas integrais de linha, 


5.1 INTEGRAIS DE LINHA DE CAMPOS 
ESCALARES 


Nesta seção introduziremos o conceito de integral de linha de um campo escalar. Veremos 
ue ela constitui uma generalização simples e natural do conceito de integral defis 


5.1.1 Definição 


Seja C uma curva suave, orientada, com ponto inicial e ponto terminal B. Seja f(x, y, 2) 
impo escalar definido em cada ponto de C. Dividimos a curva Cem y Pequenos arcos 
pelos pontos 


A=P, 


Denotamos por As, o comprimento do arco E, È, Em cada arco É TB, escolhemos 


um ponto Q, (ver Figura 5.1). 


Calculamos o valor de fno ponto O, multiplicamos este valor por As, e formamos a 
soma 


$ 10), 
E 
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Figura 5.1 
A integral de linha de f'ao longo de C, de A até B, que denotamos [ f(x, y, e) ds, é 
definida por A 
friends = tm $ soas 0 
A irão E 


quando o limite à direita existe, 
A curva C é também chamada CAMINHO DE INTEGRAÇÃO. 


Se a curva C é suave por partes, a integral de linha sobre C é definida como a soma das 
integrais sobre cada parte suave de C. 


A | C, 3,2) ds também é denominada integral do campo escalar f com respeito 20 
A f 
comprimento de arco de C. 


5.1.2 Cálculo da Integral de Linha 
Para calcular a integral de linha, necessitamos da equação que representa a curva C. 


1º CASO. Representamos C por Ás) = x(s) + y] + uk, s e [a, b), onde sé o 
parámetro comprimento de arco de C, ý 


Neste caso, a divisão da curva C pelos pontos P,, P, 
participação no intervalo (a, b), dada pelos pontos 


Poa Pa so P, origina uma 


A=5,<5, <<. <5,,98,< 85, =b 
(ver Figura 5.2). 
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Figura 5.2 


O ponto Q, em (1), tem coordenadas (x(%), (5), 2(3,)), onde 3, é algum ponto do 
intervalo (s, , 5). A soma que aparece em (1) pode ser reescrita como. 


$ 06) ot 25) as, 


tal 


Esta soma é uma soma de Riemann da função f(x(s), (5), 2(9)). Assim, o limite em (1) 
éa integral definida desta função. Temos, então 


resinas = [ato yo, 20) ds 
e 


a) 


Exemplos. (i) Calcular Í (x + 2y) ds, onde C é a semicircunferéncia dada na Figura 5,3, 
c 


Solução. Conforme vimos em 210.6 (1), a curva dada pode 
ser representada por 


fo = 30087 + 3sen SJ, 0sss%m 


Figura 5.3 
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Portanto,- $ 


Ja +29 de = fhos + 61005) ds 
è ; 


| 


=36 


Qi) Calcular | (x? + y? — 2) ds, onde C é a hélice circular dada por 
é RO = cons sem j eiE, muto to 
do ponto P(1, 0, 0) até QU, O, 27). dntenibl 


Solução. A função comprimento de arco de F(t) é dada por J Cu 


, 
sin = [179 Jar 
o 


= [ar 
o 


= Ze 
Encontrando r como função de s, obtemos / 
por 


s 


Z 


to) = cos-F 7 + sen 


O ponto P(1, 0, 0) corresponde a s=0 e Q(l, O, 2x) corresponde a s = 2427. 
Portanto, 


Win 
Jr sy a | (o Ju 
é o 
e 
= 27, 
IN 
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2 CASO. Representamos C por 


FO = HOT AWO] + un E, te lo 14], onde 1 é um parâmetro qualquer. 


Para calcular a integral de linha neste caso, 


fazemos tima mudança de variáveis em 
(2). Temos, 


, 
Tres y ads =$ 100, 10, et do 
É 


5 j Feat o, ae Fa 
le 


Como E = [F (P) | temos 


$16 5 Das = | fen, vu, ole cola o i 
: 4 


Exemplos. (i) Podemos resolver o exemplo (li) do 1° caso, 


desta seção, usando a fórmula 
(3). Temos, 


FU) = costT + sent] + t; 
FO = senti + cost) + Ñ; 


IPO |= v 


Ao ponto P(1, 0, 0) corresponde | = O e ao ponto (1, 0, 


21) corresponde 1 = 2m, 
Logo, 


x 

fls da [cost + sente =). Jar é 

c a y 
= Wind = n) Fej 


(E) Calcular f xy ds, onde C é a intersecgño das superfícies xt + Padey+i=3, ; 
A 5 ' 
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Solução. A Figura 5.4 mostra um esboço da curva C. Para parametrizá-la, observamos que 
xe y devem satisfazer a equação da circunferência x? +)? = 4, que é a projeção de C sobre 
o plano xy. Fazemos então, 


x = 2cost; y = 2sent; 1 € [0, 2x} 


Figura 5.4 
Substituindo o valor de y na equação y + z = 8, obtemos 


2=8-25ent. 
Portanto, 


FU) = 2eosti + 2sentj + (8 — 25em0É, 1 € (0, 20). 
Usando (3), temos $ 
ES 
NELE focos. 25em . 2V1 + cost dr 
e o 


» . 
= 4 | (L+ cost)”. 2 cost sent dr 
5 i 


pa 
Et + cost [ 
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Gi) Calcular f (x + y) ds, onde C é a intersecção das superfícies x 4 y=2e 


c 
Ax+y). 
Conforme Exemplo 2,4,14 (iii), uma equação vetorial de C € dada por 


Ptr 


HO = (1 — cost) + (1 + costy j + VE sem È; 1 e (0, 21). 
Logo, 


færd = fia - cos + (1 + cost) VE de 
e o 


=22 fa 
= 4/2n, 


5.1.3 Propriedades 


As propriedades das integrais de linha são análogas às propriedades das integrais definidas. 


Nas propriedades que seguem estamos supondo que C é uma curva suave ou suave por 
7 partes e que f(x, z) e g(x, y, z) são funções contínuas em cada ponto de C. 
Temos, 


D fara Dds = k fit y 04, 
e c 
onde k é uma constante, 


D [U rd dde J fl de ef eta, y, as 
e e e 


©) Se Cé uma curva com ponto inicial A e ponto terminal 8, P um ponto de Centre Ac B; 
€, a parte de C de A até Pe C, a parte de C de P até B (ver Figura 5.5), então, 
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SI dde = f fe y 08 f fex, dae Souu, 
f : j , 
e a G Jonas = farora 


a o 


a o 
(NJ C, pode ser parametrizada por FU) = É + Ü, 1 € (0, 2) 
Assim, 


Figura 5.5 F ” 
EZE farra = 3 | =6 
a [fx cds = f Se. y. 2) ds, onde -Crepresenta a curva C orientada no sont A 4 
E kal O caminho C, pode ser representado por 
do oposto. e 
FO = 0-0 +0-20). 1 € (0, 1). 
5.1.4 Exemplos Portanto, 
i 
j KEDI ERNA 
(1) Calcular | 3xy ds, sendo Co triângulo de vértices A(O, 0), (1,0) e CC, 2). no sentido [i-na -20.45 a 
c 
anti-horário, á 
= WS f (2 - 4t + 20) 00 
Solução, Para calcular a integral, devemos dividir a curva C em três partes suaves, confor- d 
me Figura 5.6. é 
é =245. 
Logo, 


Simas = fayde [3 ds + f auras 
A É e 


a Rã 


=6+245, 


Figura 5.6 


C Calcular fu + js é f t + Is, onde Cé o segmento de veta AD, com 
A E ` 


- A(-2,0)e B(2, 2). 
Uma equação vetorial de C € dada por 


Uma parametrização de C, € (1) = tT, 1 € (0, 1). 


epa vs 


FIN =(2+407 +25, 1610, 1). 


Vit o a 
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Portanto, 


| 
Taste pas = [4-2 + an + 29245 de 
e o 


in y 
nslfa =4t +20 de + [a dr sanal 


a 1” 


pr ' 
| «cara ] 


In. 


4v5. 


Conforme vimos em 2.7.1, a curva -C é dada por 


FU) = Fla + b = t), reta b) 
Como #() = (-2 + 47 +21], £ € (0, 1), temos 
Pos iD 
=0-407+0-207, 110, 1. 
Portanto, 


Jau +bhds = [0-49 +1 20125 dt 
e 3 


= 445, 


Aplicações 


A seguir, desenvolveremos algumas aplicações das integrais curvilíneas de função escalar. 


5.1.5 Massa e Centro de Massa de um Fio Delgado 


Consideremos um fio delgado de densidade variável, com a forma de uma curva C, como na } 
Figura 5.7. 
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cana Cro paço 
Figura 6.7 


Vamos supor que sua densidade de massa p(x, y, z) seja constante sobre qualquer seção 
transversal de área S. Então o fio pode ser identificado com a curva C. 


A Função f(x, y, 2) = p(x, y, 2) S € chamada densidade linear de massa ou massa por 
unidade de comprimento. 


Se o fio é representado pela curva C da Figura 5.8 e se a densidade no ponto (x, 
POr,» 2), então uma aproximação da massa da parte do fio entre P, , Pé da 


HO) As, 


Dé 


da 


pe, 


is a 


Figura 5,8 


A massa total M do fio é aproximadamente igual à soma 


Eno) as, 


det 


Portanto, pela Definição 5.1.1, obtém-se * 


M = Í fads 
c 
O centro de massa (¥, F, 2) é dado por 
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Ea Š | xf y, 2) ds Bao: 


M = | fix, ds 
Ja afro. » ds E 


= fiyas 


Ee c 


E= Ur 0 
e 


= fk. asen . Jas + (a cost? dt. 
` 


O ponto (7, F, Z) é também chamado centro de gravidade, A coincidência do centro 
de gravidade com o centro de massa vem da hipótese de que o campo gravitacional da Terra 
E uniforme. Algumas experiências nos mostram que esta hipótese não € inteiramente correta, 
No entanto, para quase todos os problemas de Mecânica ela é usada, 


= 2k a? unidades de massa, 
(I) Calcular as coordenadas do centro de massa de um fio delgado que tema forma da hélice 


FU) = 2c0st + 2semj + SE, 1 e (0, 2n), 


1.6 Exemplos 
5. Exempl se a densidade no ponto (x, y, 2) éx? + y? + zè, 


(0) Calcular a massa de um fio delgado com a forma de um semicírculo de raio a, conside- 
rando que a densidade em um ponto P é diretamente proporcional a sua distância à reta que 
passa pelos pontos extremos. 


Solução. Inicialmente vamos calcular a massa M do fio. Temos, 


ds ferro) 


Solução. O fio tem a forma da curva C representada na Figura 5.9, e 
Uma paratnetrização de C é dada por ; & a = |(tcoste + asentr + 25º) da E 
Fa) = acosti + asen, 1 610, a). g q 
E 2p 
É = [(4 4250) a 
H o 


200 
=29(8n + A unidades de massa, 


A coordenada Y é dada por 


+ Figura 5.9 


Como a densidade f(x, y) no ponto (x, y) é diretamente proporcional a sua distância à 
reta que passa pelos pontos extremos do fio, analisando a Figura 5.9, conclufmos que 


f(x, y) = ky, k constante. 
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» e 
SE foosrdr+ xaf P cost dt 


pa 
ss vo 3 SO lisent + 21 cost — am| 
b 


Analogamente calcula-se 5). Temos, 


-4 [A + sejas 
c 


x 
e 5 J 2sen (4 + 251") 125 dt 
o i 


0 
Moo 
Substituindo o valor de M, já encontrado, vem 


se 
“asas 


Finalmente calculamos Z, que é dado por 
pad ds PE 
ES +y +2)as 


a 
5 fa + 250%) 425 de 
o 


„Lé dado por 


1 
i 
2 4 1007“) | 


15(2x + 257°) 


Portanto, Z 
DOE = so 


5.1.7 Momento de Inércia 


Cada ponto material em um corpo em rotação tem uma certa quantidade de energia cinética. 
Um ponto material P, de massa m, à uma distância r do eixo de rotação, tem uma velocidade 
v= @r, sendo (0 a velocidade angular do ponto P (ver Figura 5.10). A energia cinética de P 
é dada por 


Figura 5.10 


Para um corpo composto de massas puntiformes discretas, a energia cinética total é 
dada por 


K= jone + mpg Jo, (4) 


O somatório que aparece em (4) define o momento de inércia do corpo em relação ao 
eixo de rotação considerado. 


Se um fio delgado tem densidade variável (x, y, z), fazendo considerações análogas às 
que foram feitas em 5.1.5, concluímos que o momento de inércia do fio em relação aum eixo 
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la = E, y 3 fix, x ds, 65) 
c 


onde (x, y, 2) é a distância do ponto (x, y, 2) de Cao eixo Le 


5.1.8 Exemplo 


Um arame tem a forma de um semicírculo de raio 4, conforme Figura 5.11. Determinar seu 
momento de inércia em relação ao diâmetro que passa pelos extremos do arame, se a densi- 
dade no ponto (x, y) éx + y. 


Figura 5.11 
Solução. Uma equação vetorial de C é dada por 


FU) = 4costi + 4sentĵ, 1 € (0, x]. 


Para usarmos (5) necessitamos encontrar S(x, y, 2). Como oxeixo L coincide com o eixo 
dos x, temos que $(x, y, z) = y. Então, 


h= fra + y)ds 
c 


= | tsen? ácosr + senn) 4 dt 
o 


P = 256 | (sen°r cost + sent) dt 
t o 
i 


E w unidades de momento de inércia, 


5.1.9 Lei de Biot-Savart 


A Figura 5.12 mostra umu carga puntiforme positiva q, movendo-se com uma velocidude 7. 
Esta carga em movimento origina um campo magnético, cuja intensidade, em um ponto 
qualquer P, é dada por 


kgyseno 
A 


r 


onde k é uma constante, ré a distância de P a q e O é 0 ângulo formado por E e 7. 


Figura 5.12 


Veremos, agora, como determinar a intensidade, em um ponto qualquer P, do campo 
magnético Ë, produzido por todas as cargas em movimento em um circuito, 


Suponhamos que uma corrente elétrica de intensidade į circula um condutor com a 
forma de uma curva C, conforme Figura 5.13. Dividimos o condutor em pequenos elemen- 
tos de comprimento ds. O volume de cada clemerito é dado por A ds, onde A é a área de sua 
Seção reta, Se existirem n portadores de carga por unidade de volume, cada um de carga q, 
a carga total dO, em movimento no elemento, é 


dO=ngA ds. (6) 


O conjunto de cargas em movimento, no elemento, é equivalente a uma única carga 
dQ. movendo-se com velocidade $ Portanto, em um ponto qualquer P, o campo magnético 
dË produzido por estas cargas tem intensidade dB dada por y 
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Figura 5.13 


Substituindo (6) em (7), obtemos 


kn qA ds v seno 
a RA 


dB NO Mas n q v A é a intensidade i da corrente no elemento, de 
modoque 
de = iE, ð 


5 
A expressão (8) é chamada Lei de Biot-Savart, Ela nos dá a intensidade, em um ponto 
qualquer P, do campo magnético dË, produzido pelo conjunto de cargas em movimento no 


elemento ds. ; 


A intensidade em um ponto qualquer P do campo magnético resultante Ē, devido no 
circuito completo, é dada pela integral i 


B= RA 
W 


5.1.10 Exemplos 


(1 Seja um condutor da forma de uma espira circular de raid 2, percorrido por uma corrente 
de intensidade í, como mostra a Figura 5.14. Achar a intensidade do campo magnético À, no 
centro da espira. 


Neste caso r e O são constantes: 


2e 0=90. Então, B = sfide 
c 


Figura 5,14 


Resolvendo a integral, temos 


n 
B= kf Ha + (cost)? dt 
ò 


(1i) Um condutor tem a forma de um triângulo retângulo de lados 3, 4 e 5, Uma corrente de 
intensidade é circula o condutor. Determinar a intensidade do campo magnético resultante Ë 
no vértice de menor ângulo. 


r A Figura 5.15 mostra o condutor que é formado por 3 segmentos retilíneos C, C, e C,- 


A intensidade do campo magnético E no ponto P € dada por 


_ pf iseno isenð ¿seno 
B=k/ E ds+kj ds + k |E ds 
a ES 5 


a 


Figura 5.15 


| 
| 
i 
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Devemos calcular as integrais ao longo de C,, C, e C, 


Temos: 


a) Ao longo de £}. Neste caso, 7 = 4 -- x e sen8 = 0. Portanto, 
JES a = fods = o 
a a 


b) Ao longo de €. Também neste caso senO = O e dessa forma 


©) Ao longo de C,, Conforme Figura 5.16, temos r = 4? + y? e seno 
O segmento C, pode ser parametrizado por 


FD = (3 = 3r) 


telo 1. 
Portanto, 


Figura 5.16 


Om [EE 


164 
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=i leros 2d 
j 16 + (3 aeeai] 


12 jussa- 30% a 


A integral f [16 + (3 30% dt é resolvida pela substituição trigonométrica 
3- 3t =41g6. Temos, 


iseng a aa 9] 
e E [=l 
I r (a Vi + ll 


2 6-3 
iG + 3 = 3 “mes 


Portanto, B = >" 
uo, 2 = o 


52 EXERCÍCIOS 
Nos exercícios de 1 a 19, calcular as iial curvilíneas, 


1 fex-ya 2) ds, onde C € o segmento de reta que liga AÇI, 2, 3) a B(2, 0, 1). 
c 


2 [ (2) ~ Vo) de, onde Co arco de partbola z= y3 Ide A(1,0,0) a 8(1,2, 4). 
c 


3 J e ds, onde C'é a intersecção dn esfera e 54 p =4como plano x = v, 
a 


4 J bras, onde Céa curva dada por = e de (Da, D. 


e 


à 


i 
y 
4 
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5. | yx — z) ds, onde Cé a intersecção das superficies? + y+? = 9exvz=3, 
c 


6 Ja + y) ds, onde C é a intersecção das superfícies z= 2) +y ez=4. i 
c 


7. | 2xy ds, onde C€ o arco da circunferência x? + y* = 4 de (2, 0) a (1, 43). 
c 


8. J x? ds, onde C éo arco da hipociclóide 42 + y 
c 


22, a > 0, I” quadrante. 


9 fr ds, onde C éo 1*arco da ciclóide F(1) = 2Ut — sentí + 21 — cosn)j. 
c 


F. 


4 à a i A E 
10. f (x? + y? + 2?) ds, onde C é a intersecção das superfícies rinda 
c 
y=2 


11. Í (++ y + z) ds, onde C € o quadrado de vértices (1, 0,:1), (1, 1, 1) (0, 1, De é 


c ; 
(0,0, 1). 
E 
12. J> ds onde Céa elipse = «E 
c 


13, Jo (1 - 2x?) ds, onde C é a parte da curva de Gauss, y = e”, de A(O, 1) até 


e 
da: T) 
T de) 
à 1 
= 1/2). 
14. ds, onde C é a curva dada por y = 7» de (0, 1)a (1, Y 
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is. f Q + bh ds, onde C é o retângulo formado pelas retas x= 0, x = Ayu eya 
e 


16. | (x + y — 1) ds, onde Céa parte da intersecção das superfícies z= xº + y? 
c 


está abaixo do plano z = 5, 


0y=1 que 


1 fetr -a ds, onde C é a intersecção das superfícies x? + 2 + = 8zez=4, 
c > 


18, J (x ~ y) ds, onde C éo triángulo da Figura 5.17. 


Figura 5.17 Figura 5.18 


19, Í y? ds, onde Cé a semicircunferência da Figura 5.18. 
e 


20, Um fio delgado é preso em dois suportes fixos de mesma altura, tomando a forma da 
catenária y = cosh x,—2 < x $ 2, Supondo que a densidade do fio 
s pontos, calcular a massa do fio. 


éa mesma em todos 
* 21, Dado um arame semicircular uniforme de raio 4 em: 
a) Mostrar que o centro de massa está situado no eixo de simetria a uma distância de 
É em do centro, 
x 


b) Mostrar que o momento de inércia em relação ao di 


metro que passa pelos extremos 
do arame é 8M sendo M a massa do arame. E 
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22, Calcular a massa de um arame cujo formato é definido pela intersecção do plano 
2x+y+z=4 comos planos coordenados, se a densidade do arame em um ponto (x, y, z) 
Ema. 


23, Determinar a massa de um fino anel circular de raio 2 cm, sabendo que sua densidade é 
constante, 


24. Calcular o momento de inércia em relação ao eixo dos z de uma espira da hélice circular 
uniforme 


r si 70 5, 2gost + 25001] + ik. 
25, Umifio delgado tem à forma do segmento de reta que une os pontos (1, 1) e (2, 4) 


Determinar o momento de inércia do fio em relação au eixo y = —1, supondo que a 
densidade no ponto (x, y) é proporcional à distância deste ponto até o eixo dos y. 


26. Calcular « centro de massa de um arame com a forma de um quadrado de vértices 
(0,1). (2,=1), (2, 1) e (0, 1) sabendo que a densidade no ponto (x, y) é proporcional an 
quadrado da distância deste ponto até a origem. 


27. Dá-se a um arame a forma de um arco de parábola conforme Figura 5.19. Se a densida- 
de no ponto (x, y) € proporcional a sua distância ao eixo de simetria, calcular a massa e 
o centro de massa do arame, 


28, Calcular a massa de um fio delgado reto de 2 m de comprimento se a densidade em cada 
ponto é proporcional a distância deste ponto à extremidade mais próxima. 

29. A Figura 5.20, mostra um fia delgado C e um eixo L, Calcular o momento de inércia do 
fio em relação ao eixo L, supondo a densidade constante, 

30, Um segmento retilíneo de fio, de comprimento £, conduz uma corrente i. Mostrar que a 
intensidade do campo magnético B, associado a este segmento, a uma distância R, 
tomada sobre a sua mediatriz (ver Figura 5.21) € dada por 

o it i 
ROS AR, 


Figura 5.19 
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Figura 5.20 
| a i 
l aN A Ñ 
ta H h- 
l, 
Figura 5.21 Figura 6.27 


31. O fio mostrado na Figura 5.22 conduz uma co 
campo magnético B no centro C do semicírculo, prodi 


a) por um dos segmentos de reta de comprimento f; 
b) pelo segmento semicircular de raio R; 


e) pelo fio todo. 


32. Uma espira quadrada de lado a conduz uma corrente 


campo magnético Ë, no seu centro, é dada por 
peak i 


a 


trente i. Determinar a intensidade do 


luzido: 


i. Mostrar que a intensidade do 


w 
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5.3 INTEGRAIS DE LINHA DE CAMPOS VETORIAIS 


A integral de linha ou curvilínea de um campo vetorial, também pode ser considerada como 
uma generalização natural do conceito de integral definida. Para compreender sua origem e 
utilidade, iniciamos explorando intuitivamente o conceito físico de trabalho. 


fr Trabalho realizado por uma força 


Na Física, o trabalho realizado por uma força constante 7, para deslocar uma partícula em 
linha reta, é definido como o produto da componente da força na direção do deslocamento, 
pelo deslocamento, 


Então, conforme Figura 5.23, se denotamos por w o trabalho realizado por J para 
mover uma partícula de À até B, temos 


w = (os ob 
= [7] Ab] cosa 


Figura 5,23 


Vamos analisar agora, a noção mais geral de trabalho, supondo que uma partícula se 
move ao longo de uma curva C, sujeita à ação de um campo de forças variável F. 


Suponhamos que a curva C: F(1) = (x0), yU), z(t), t € (a, b], seja suave e que é 
f = fx, y 2) seja contínua nos pontos de C. Dividimos C em pequenos arcos e aproxima- $ 
mos cada arco por um segmento retilíneo tangente à curva, como mostra a Figura 5.24. ¿$ 


¿"to longo de C, de A até B, é definido como 


Po de uma variável FFW) . 
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Além disso, aproximamos a força variável 
constante /(8). 


Figura 5.24 


O trabalho realizado pela força constante F(A), ao longo do segmento retilínco tan- 
gente à curva no ponto P, é dado por 


He) rm, 


e constitui uma aproximação do trabalho realizado por Ë ao longo de ÁP,,. Assim, 
È ÄP) ra, 
la 


Pos dá uma aproximação do trabalho total w, realizado por F ao longo de C. 


e 53,1 Definição 


Sejam C: FU) = (x(t), YU), 260), 1 € (a, b), uma curva suave e F = Tao um 
campo de forças contínuo sobre C. O trabalho realizado por 7 para deslocar uma partícula 


w= lim Ñi FC) o P 
em 270 10) F (t) 81, (0) 
Podemos observar que a somatória da expressão (1) é uma soma de Riemann da fun- 


* (1), sobre (a, b], Portanto, 


É que atua em um arco genérico AÈ, pota forga 


ria te 


242 Cálenlo € Cap, 5 


r 
we J Feu. P dt i (0) 


5.3.2 Exemplos 


Fell ii 
(i) Calcular o trabalho realizado pela força f = (E. para deslocar uma partícula, em 


linha reta, do ponto P(J, 2) até O(3, 4). P 


Solução. Para calcular o trabalho, necessitamos de uma parametrização da trajetória C da 
partícula, que neste exemplo, é o segmento de reta que une P(1, 2) a Q(3, 4), conforme 
Figura 5.25, 


Uma parametrização de C é dada por 
FO = (l, 2) + 3- 
= (142, 2+2), 1 € [0 1). 


4-2 


N 
o 
ai 2 


| 


Figura 5.25 


Portanto, 
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p 
= (n0 +20) + In(2 + 2n| 


=In3+In4-In2 
= In 6 unidades de trabalho. 


(ii) Uma partícula move-se ao longo da circunferência xt + = 4,2=2 soba ação do campo 
de forças 


fx nos Frentes red 


Determinar o trabalho realizado por 7, se a posição inicial da partícula é P(2, 0,2) e 
ela se move no sentido anti-horário, completando uma volta. 


Solução. A Figura 5.26 mostra a trajetória € da partícula, De acordo com 2.4.3, C pente ser 
tepresentada pela equação vetorial 


FO = (Qcost, 2sent, 2), 0 $1 <2, 


Figura 5.26 


A função f que define o campo de forças é 


a, 


e 


= 
“Err AC 


(eye 


244 Cálculo C` Cap. 5 


Cop. 5 Integrais curviineas 245 


, 
w= JIE. Pd 


% 
= [asa eos, Bent 2) . (-2sent, 2eost, O) di 
y (eos? + dsen?r + 4) 


- a sent + 4cost sent) dt 


= 0 unidades de trabalho. 
A integral sobre uma curva C, como surgiu na definição de trabalho, pode ocorrer em 


outras situações e é denominada integral curvilínea do campo vetorial F ao longo de C. 


x 5.3.3 Definição 


Seja Cuma curva suave dada por F(1), £ € [a, b]. Seji Fx, y, 2) um campo vetorial 
definido e limitado sobre C. A integral curvilínea de F, ao longo de C, que denotamos 


JF. ar. 6 definida por 
e 


7 7 
j? ia fieco Pude, 16) 
c . 


sempre que a integral à direita existe, . 
Quando a curva C é suave por partes, definimos Í 7 .: di como a soma das integrais 
sobre cada parte suave de C. c; 
Seo campo Í tem componentes fp f; e fye FO) = (xt), yU), a0). 1 € (a, Bla 
integral curvilínea de F ao longo de C, pode ser reescritatomo 


A 
7 de = fino, y, 20) X 04 AO, 0, OY + 


c ` 


FAO, IO, 20) 2 (0) de. 


A equação (4) nos sugere a notação 


JT. E = [Uds + hady + fae), 
e e 
tradicionalmente usada para representar a integral curvilínea de um campo vetorial, 


5.34 Propriedades 
Em5.1.3 vimos as propriedades da integral de linha de um campo escalar. As propriedades 
(a), (b) e (c) permanecem válidas para a integral de linha de um campo vetorial fa 
propriedade (d) é substituída por: ri 
- f FF. dz -f A 
e e 

Além dessas propriedades, convém destacar a relação existente entre a integral de um 

campo vetorial e a integral de um campo escalar, Temos a seguinte proposição. 


5.3.5 Proposição 


Seja um campo vetorial contínuo, definido sobre uma curva suave 
GH) = (xt, x), 240), 1 € [a, b). Se Té a componente tangencial de F sobre C, 
isto 6, Té a componente de F na direção do vetor tangente unitário de C, temos, 


JF. i= fta 
e A 


a E SES P 
Prova. Seja üf) = JF qoj º Yo" tangente unitário de C. A componente tangencial de 7, 


que pode ser visualizada na Figura 5.27, é dada por 


T = f.cos0, 


pn 
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Figura 5.27 


Como o vetor ii é unitário, podemos escrever 
T= 175) li coso 
=f.i 
Portanto, usando 5.1 (3), temos, 


, 
fras = [70,0 20) 70 dr 


e . 


> 
= f [7n yw, 20) . ico) Prea 


¡e 


m PO o 
é "W di 
=. [reo XD, An). F a) IP o de 


4 é 
à Í FO, O, 240) . Fide 


= fj. ar 
e 


Esta proposição nos permite fazer uma análise da integral de linha. de um campo: 
vetorial em diversas situações práticas, como segue: 


(1) Se em cada ponto P da curva C, o campo F € Perpendicular à reta tangente a Cem Pa 
integral de f ao longo de C'será nula, Em particular, se É Eumcampo de forças, será nulo 
o trabalho realizado por F ao longo de C. 


i) Se o campo F é o campo de velocidades de um fluido em movimento, a componente 
tangencial de / determina um fluxo ao longo de C, Se a curva C & fechada, a integral de 


linha de F ao longo de C, que denotamos JÏ. di, mede a tendência do Muido de circular 
e 

em tomo de Ce é chamada circulação de F sobre C, Em particular, se C é uma cueva plana 

© o campo de velocidades é perpendicular ao plano que contém C, a circulação será nula, 


5.3.6 Exemplos 


(0 Calcular f (2x de + yedy + 3ed), no longo da: 


'=2 do ponto A(O, 2, 0) ao ponto B(2, 2, 4); 
b) linha poligonal A O B onde O é a origem. 


Solução de (a). A Figura 5.28 mostra o caminho C de. integração, Fazendo à 
equações paramétricas de C, dadas por 


obtemos as 


» telo 2) 


Figura 5.28 
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Utilizando a equação (4), vem 
2 5 
Ji. ar = f (211 + 200 e 32.2) e 
A o 


= 28. 


Observamos que, neste item, poderíamos ter usado como parâmetro a variável x, já 
que para parametrizar C fizemos x= t. 


Solução de (b). A Figura 5.29 mostra o caminho C de i 
suave, vamos dividi-lo em dois pedaços suaves C, e Cp. 


tegração. Como o caminho não 6 


Figura 5.29 


O caminho C, tem equação vetorial F(1) = (2 — 207, t e (0, 1). 
Portanto, utilizando a equação (4), temos 
Jia jtoo +0-2M. dO + 300) de 
& o 
=0 
O caminho C, tem equação vetorial i 
FU) = UE + UA, te O, 1). 


Portanto, utilizando a equação (4), temos 
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ñ 
fis S1222 + 20412 + 3414) as 


a o 


100 


3 


Logo, 


Jtxas + yedy + Jedi) = Jira + yedy + 32 de) 
€ a 


+ flra + yedy + 32 de) 


(li) Calcular Í É. dí sendo f = (xz, ay, ye) e Co caminho poligonal que une o ponto 
c 
ACI, 0,0) ao ponto B(0, 2, 2), passando por D(1, 1, 0). 


Solução. Para calcular a integral, di 


E imos C em 2 caminhos C, e C, conforme Figura 


t Ocaminho C, tem equação vetorial 


Fu +Ü, reto 1) 


à Portanto, utilizando a equação (3), temos 
El , 
É) ES fao, Li 20. (0, 1, 07d 
Al PA o 
E 1 
= fia 
> 
a 
7 
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Solução, Neste exemplo, podemos verificar. que em cada ponto de C, o campo F é per 
dicular ao vetor tangente unitário de € (ver Figura 5,31). Portanto, sa 


$ A componente tangenci 
de f sobre C'é nula, e dessa forma, pela Proposição 5.3.5, concluíim gos gencia 
we fia 
c 
=0 


Figura 5.30 


O caminho C, pode ser representado pela equação vetorial 


Fo=U-0E +40] + 2k, te (0, 1. 


Portanto, utilizando a equação (3), vem 


Figura 5.31 


1 
[F.a = [ta-o a-oa +o, 04020. h i De (9) O campo de velocidades de um fluido em movimento € dado por 
ES a F = (na). 

Calcular a circulação do fluido ao redor da cm 
vista na Figura 5.32, 


= Jie 20D + (1 1°)1 + (2t + 20)2) de 


fechada C = G, U G U C, 


H 
3 
Logo, 

JI = F. + [700 

e G a d 
e E 
TE x (o 

i amoo É « [== : 

(li) Calcular o trabalho realizado pelo campo 7 5 ) para deslocar Jms 


uma partícula ao longo da semicircunferéncia x? + y? = 4, y >0, no sentido anti-horário. 
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Solução. A circulação do fluido ao redor de C é dada por 
fo. arafv. d+ fö. da fa: a 
c a a S 
Antes de passarmos ao cálculo dessas integrais, é interessante analisar a representa- 
ção geométrica do campo vetorial % (ver Figura 5.33). Podemos observar que, em todos os 
pontos dos caminhos C, e C, o campo Y é normal a C. Portanto, para estes caminhos, a 
componente tangencial de f é nula. Da Proposição 5.3.5, segue que 


Jrig=0efr.a=o 
a G 


Figura 5.33 


Basta então, calcular fẹ. dr. 
a 5 
= (1, 1, 1 € (l, 2) usando aequa- 


Como uma parametrizagio de C, € dada por Ft 
ção (3), temos 1 z 
fe- a = fion n. O Dae 
a 1 


3 
= fa 
i 


=L 


Logo, a circulação do fluido em tomo de C é igual a 1, 


5.4 EXERCÍCIOS 


1 


$ 


Calcular o trabalho realizado pela força f. = ( 1 5) para deslocar uma 


x+2" y+3, 

partícula em linha reta do ponto P(3, 4) até Q(-1, 0). 

Determinar o trabalho realizado pela força /(x, y) = EE. 3) para deslocar uma 
* Y 

partícula ao longo da curva y = 1/x do ponto (1, 1) ao ponto (2, 1/2). 


Determinar o trabalho realizado pela força F(x, y, z) = (x, O, 2z) para deslocar 
uma partícula ao longo da poligonal que une os pontos A(O, 0, 0), B(0; 1, 0), C(O, L, 1) 
e (A, 1, 1) no sentido de A para D. 


Determinar o trabalho realizado pela força constante f = 7 + j para desiocar uma 
partícula ao longo da reta x + y= | do ponto A(O, 1) a B(1, 0). 


Calcular o trabalho realizado pela força 7 = (y, z, x) para deslocar uma partícula ao 
longo da hélice F(1) = (cost, sent, 2) det=0a1t = 2x. 


Calcular o trabalho realizado pela força f 
longo de C, onde C é mostrado na Figura 


27 + xj + aÑ, sobre uma partícula ao 


Figura 5.34 


i 
i 
į 
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7. Determinar o trabalho realizado pela força F(x, y, z) = (y, x, 2?) para deslocar uma 
partícula ao longo da hélice dada por 7 (f) = (2cóst, 2sent, 20), do ponto A(2, 0, 0) ao 
ponto B(2. 0, dm). 


8. Um campo de forças é dado por f(x, y) = FP onde 7 = (x, y). Sob a ação desse 
F 


campo, uma partícula desloca-se sobre a curva x*+ 4y? = 16, no sentido anti-horário, do 
ponto A(4, 0) no ponto B(0, 2). Determinar o trabalho realizado por F nesse desloca- 
mento. 


9. Um campo é formado por uma força F , de módulo igual a 4 unidades de força, que tem 
a direção do semi-eixo positivo dos x. Achar o trabalho deste campo, quando um ponto 
material descreve, no sentido horário, a quarta parte do círculo x? + y? = 4, que está no 
1º quadrante. 


10. Achar'o trabalho de uma força variável, dirigida à origem das coordenadas, cuja gran- 
deza é proporcional ao afastamento do ponto em relação à origem das coordenadas, se o 


ponto de aplicação desta força descreve, no sentido anti-horário, a parte da elipse 
E 
E a = 1 no 1* quadrante, 


Nos exercícios de 11 a 17 determinar a integral curvilínea do campo vetorial , ao 
longo da curva C dada. 


C € o quadrado de vértices (-1, 1), (1, 1), (1, 1), (1, —1) no 
sentido anti-hotário. $ 


12. Fx, y, 2) = (x°, Ly, xz); C €o segmento de reta que une o ponto A(2, 1, 0) ao 
ponto B(0, 2, 2). 


13, fœ) 
14. F C, 9) = (9,19): C é o segmento de reta que une o ponto (0, 0) 10 ponto (4, 2). 


[de 


16. F(x, y) = (x, y); C éa curva dada por FU) = Pi+ Pj te (al, 1). 


3y, ay); C é o arco da parábola x = y", do ponto (0, 0) ao ponto (4, 2). 


F (x.y. d = (x. y, 2); C € a intersecção das superficies xº +)" -2y=0 e z= y orientada 


nosentido anti-horário. 


17. F(x, y, D= yz, 12,39); C 6 a elipse x* + 9y? = 36 no plano z= 2, orientada no sentido, + 


anti-horário, 


F23. | [xdr + ydy + ate), onde Céu intersecção das superficies z = 
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Nos exercícios de 18 a 25 calcular as integrais curvilíneas dadas: 
18. | [xdr + ydy), onde C é o triângulo de vértices (0, 0), 


horário. 


(0, 1) e (1, 1) no sentido anti- 


19. [lx] dy, onde C é o segmento de reta 2y- 1 do ponto A(-3,—1) ao ponto B(1, 1) 


20. $ [de + dy de], onde C €o arco de hélice circular dado por 
e 


F(N) = (cost, 4 sent, 80), re (0, 21. 

T 21, | [zdr + ydy — ade), onde © 
e 

+ += Sz = 0. Considerar os dois possíveis sentidos de percurso, 


à intersecção das superficies y+ z= 8 e 


22. Í ldx + dy 
c 
A(2, 5, 0) ao ponto B(-2, 5, 0). 


+ de], onde C €a intersecção das superficies y+ z= 5 ez = 4 - 1º do ponto 


e 


ponto A(2, -JIZ, 4) ao ponto (2, JIZ, 4). 


24. | [yde + zdy — xydz], onde C'é dado por y= sent: z = 4; 
c 


25. | y edx onde C é dado por y 
c 


€ (21,0). 


26. Calcular a integral 1 = f [xe“di — (x + 2y) dy), onde Cé: 
c 
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a) o segmento de reta de (0, 0) a (-1, -2); 
b) a trajetóriz parabólica y = -2x de (0, 0) a (-1, -2); 


7 o) a poligonal de (0, 0) a (0, 1) a (-1,-2). 


' 27. Calcular a integral do campo vetos 2xy, x°, 32) do ponto A(O, 0, 0) ao ponto 
) B(1, 1,2), ao longo dos seguintes caminhos: 


) a) segmento de reta que une os pontos dados; 


) b) intersecção das superfícies 2 =? + y? ex 
e) poligonal A C B, onde C = (3, 3,1). 


Figura 5,97 


32. O campo de velocidades de um fluido em movimento é dado por = (x, —y), Calcular 


28. Resolver o exercício 27 para f = (3xz, 4yz, 20). a circulação do fluido ao redor da curva fechada C = GUGU G, onde 


$ 29. Calcular a integral do campo vetorial F = (-y, x) ao longo dos seguintes caminhos 


Ci: segmento de reta de A(O, 11% 
X fechados, no sentido anti-horário: ¡+ segmento de reta de A(O, 0) e (1, 1) 
Gy parte da curva 4x — 12x + 4)? — 8y + 12 = O do pomo B(1, 1) a C(2, 1); 


Cy: segmento de reta CA. 


a) circunferência de centro na origem e raio 2; 


ye b) elipse x? + 36y*= 


33, O campo de velocidades de um fluido em movimento é dado por 5 = (2x, 2y, ~z). 


Calcular a circulação do fluido ao redor da curva fechada C, onde C é dada por 
FU) = costi + sent] + 2h, t € (0, 27) 


, €) triângulo de vértices (1, 1), (=L, 1) e (0,1). 


q 30. Resolver o exercício 29 para F = (m?, xy). 


T34. O campo de velocidades de um fluido em movimento é dado por 7 « (2x, —y). Calcu- 
lar a circulação do fluido o redor da curva fechada C = C, U C, U Cy representa. 
da na Figura 5.38. 


j 31, Calcular a integral / = Í (e'dx + zdy + cosy dz) ao longo de C, onde C é mostrado 
c 
nas Figuras 5.35, 5.36 € 5.37. 


“4 
Figura 5.35 Figura 5.36 
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2 
= ffsenx,1 ~ 22 x20 ~ 22x) de 
` 


35. O campo de velocidades de um fluido em movimento é dado porí = (y, —x), Determi- 
nar a circulação do fluido no redor do triângulo de vértices A(O, 0), B(2, 0) e C(2, 2). 
Qual o sentido segundo o qual o fluido gira ao redor da curva dada? 


= -I5 — cos 2, 


36. O campo de velocidades de um fluido em movimento é dado por 7 = onde 


F = (x, y). Determinar a circulação do fluido no redor da curva fechada formada 
pelos segmentos AB e BC, A(2, 0), B(O, 1) e C(-2, 0) e a semicircunferência 


y= 
37. O campo de velocidades de um fluido em movimento é dado por i = 37 + É. Deter- 


minar a circulação do fluido ao redor do quadrado de vértices A(0, 0, 0), B(2, 0, 0), 
C(2, 0, 2) e D(O, 0, 2). 


5.5 Integrais Curvilíneas Independentes do Caminho de Figura 5.39 


Integração ã 
graç Solução de (b). O caminho C de integração pode ser visto na Figura 5.40, 


Para introduzir as integrais curvilíneas independentes do caminho de integração. vamos 
analisar o Exemplo 5.3.6 (1) e o exemplo que segue, 


5.5.1 Exemplo 


Calcular fisen ad — 2yz dy — y de) ao longo de C, de A(0; 2, 0) até B(2, 2, 4), onde C: 
e 


a) éa parábola z= x, y= 2. 


b) éa poligonal AMB, M(1, 0, 0). 


Figura 5.40 


Solução de (a). A Figura 5.39 mostra o caminho C de integração, Usando x como parâme- | 

tro, teme Ei 

temos ; Para calcular a integral, dividimos C em dois caminhos C, e C, O caminho C, tem 
jiamai equação vetorial 


e 0=6+0-20), reto 1) 
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Temos, então 


J (sena de — 2ye dy — y'de) = 

a 1 

= [sen - 22 - 20042) - (2 — 202.0) dt 
o 


má 


=-cosl+ L 
O caminho C, tem equação vetorial 

FO),= (+Ë +2 + Ak, reto 1). 
Logo, 


f (senxa — 2yz dy — y de) 


ES 
y 
= J [senti +0) - 21442 = 208,4] de 
à 
= —cos2 + cosl — 16, 


Portanto, 


J (sencdx — 2yzdy — y? de) = | (sonw dx — 25e dy — de) 


c a 


+ | (senxdx = 2y2 dy — yº de) 
a H 


= —cosl + | — cos2 + cosl — 16 
= —cos2 — 15. 
Observando os dois exemplos citados, vemos que, no primeiro, a integral Í 7. dř, 


c 
foi calculada de A até B ao longo de dois caminhos distintos e os resultados encontrados * 


dió 


foram diferentes, No segundo exemplo, a integral dada foi calculada, de A até B, no longo de 
caminhos distintos, no entanto, os resultados encontrados foram iguais. Temos a seguinte 
definição. 


5.5.2 Definição 

Seja f um campo vetorial contínuo em um domínio D do espaço. A integral 
[7.4 
e 


édita independente do caminho de integração em D se, para qualquer parde pontos A e Bem 
D,o valor da integral éo mesmo para todos os caminhos em D, que iniciam em A e terminam 
mB. - 


Pode nos ocorrer uma série de perguntas: 
(1) Como identificar uma integral de lintia independente do caminho de integração? 
(li) Podemos calculá-la conhecendo apenas os pontos A e 8? 
(i) O que acontecerá se o caminho de integração for fechado? 
Estas perguntas são respondidas com auxílio da Definição 4.10.1, Teorema 4.10.3 e 


com os teoremas que seguem. 


5.5.3 Teorema 


Seja u= u(x, y, z) uma função diferenciável em um domínio conexo U c R’ tal. que f = Vu 
€ contínuo em U. Então, 


JR di = LB) UA), 
c 


Para qualquer caminho C em U, unindo o ponto A ao ponto B. 


Prova. Sejam A e B dois pontos quaisquer em U. Vamos unir A e 8 através de um caminho 
Suave C. Seja FU) = (xD, YW, 241), £ € la, b), uma parametcizagio de C. Então, 
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JE. = Vu. a Solução. No Exemplo 4.10.6 (i), verificamos que $ 
e e F= t+ Ñ t tar Dj + y 20% 
= fara PD dee éo gradiente da função u= 2 +20 + y+ 24 C. g 
. Usando o Teorema 5.5.3, escrevemos 
jagi) = (FU r b). da cadri A 
Seja 840) = (FO) £ € [eb]. Pela regra da cadeia, temos Jia = JIO + Dde + or Ddy + (y + 22) de] 
/ gm. de, du dy du de h e e 
dy do kd = 40, 2, 1) — (0, 0, 1) ' 
onde as derivadas parciais de u são calculadas nos ponto (x(1), (1), ¿(1). Portanto, «É 
80 = Var). Fm. (i) Verificar que o campo vetorial F = senrí — 2y2j — y? E, do Exemplo 5.5.1, é um ` 
Ī = Vu é continuo e Cé f (4) é contínua em (a, b]. Podemos, então, z > 1 
Re a ds AE pa pe ração a MOESA] campo conservativo em 42”, Calcular f 7. dF ao longo de qualquer caminho C de 
À A(O, 2, 0) até B(2, 2, 4). E i 
fija Solução. O campo vetorial 7 € um campo tal que /, f, ef, são funções contínuas que 
e “ possuem derivadas parciais de 1º ordem contínuas em AP. Como ý 
t p Ea 
=g | x = x s Y š % „Üi 2y, É admite uma função po- 
tencial w, ou seja, f é um campo conservativo. 
= 70] [ + po e calcular a integral dada, vamos determinar uma função potencial u = u(x, y, z) de Á 
h J. Para isso, procedemos de forma análoga ao Exemplo 4.10.6. y 
= (7001) - [Fa] Temos, 
= u(B) — (A) E du E: ! 
Observamos que se o caminho entre A e B fosse suave por partes, faríamos a mesma à) de 
demonstração sobre cada parte suave, z Integrando a primeira equação em relação a x, obtemos H ' 
5 É i 
4 4 
q e | 
: 5.5.4 Exemplos é no senede Ho 
(0 Calcular aintegrát f 7. dr onde 7 éo campo vetorial do Exemplo 4.10.6 (ao longo E = —cosx + al), z) 1 
| 


de qualquer caminho que une o ponto A(O, 0, 1) a B(1, 2, 1). 
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Prova parcial, Vamos demonstrar que (b) implica (c), (c) implica (b) e (a) implica (c). 


[Derivando este resultado em relação a y, o usando a igualdade e 
¿ » (6) = (e). 


2 ye. Portanto, 


Vamos supor que a integral 
a=[2ydy Slax + fdy + de) 
P = =z? + biz). i 


y A 
i Substituindo este resultado na expressão de u, obtemos independente do caminho de integração em U, 


u=-cose- zy? + ba). Seja C um caminho fechado simples em U. Dividimos C em dois pedaços C, e Cy, 


conforme Figura 5.41. 


Derivando este resultado em relação a z e usando x = -y°, vem 


, du pa 


À a th 


di 
de 
Finalmente, obtemos u = cost — zy? + C. 


É 0 ba Č E oco, 


, Logo, 


, J7. i = $ (senxa -2yedy- y? de) 
' c E + 


r Figura 5.41 


= 4224) = w020) | Então, 


= -cos2 — 15, 
Ñ Jude + + pag = Jude + 507 + tds Slds + pay + fae). 
à 


Como a integral é pit do caminho de integração, usando 5.3.4 (d), podemos 
escrever 


5.5.5 Teorema 


equivalentes as três afirmações seguintes: 
i 


š Jude + so + 548 = Slide + fdy + fe) 
a) F éo gradiente de uma função potencial u em U, ou seja, F é conservativo em U, 


a 
b) A integral de linha de / é independente do caminho de integração em U. mof erpai 
= -J lid + idy + fy 


©) A integral de linha de F ao redor de todo caminho fechado simples em U € igual a zero. G 
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Portanto, segue que Portanto, 


q fds + dy + fd) = 0. Slade + ndo + fide) = — [Ue + Judy + fue] 
o a 


a 


(0) = (b). 


= [Udo + fidy + fude) 


a 


Vamos supor que Í [fade + fidy + Jide] = O ao longo de qualquer caminho fechado 


Se os caminhos se interceptam em um ponto M (ver Figura 5.43), podemos dividi os i 
simples em U. s caminhos C, e C,, aplicar a propriedade 5.13 (c) e usar o raciocínio anterior sobre cada 
Sejam P e Q dois pontos quaisquer de U e C, e C, dois caminhos em U que unem Pe paste, O mesmo raciocínio é válido para um número finito de intersecções, 
Q e não se interceptam (ver Figura 5,42). Então, C = C, U -C, € um caminho fechado is, 
simples. 
Jide + hady + Jide E independente do caminho de integração em U. 
c 
Figura 5.42 
Figura 5.43 
Temos, (a) => (e). 


flde + pay + fee) + Slax + pay + fade] = 
l 3 


Se f é o gradiente de uma função potencial u em U, pelo Teorema 5.5.3, temos 
G 


f Pedi UBA), : 
ec | 
i 
Para qualquer caminho C em U de À até B, 


= flde + dy + fade] 


e 
-4 Se o caminho C for fechado, o ponto A coincide com 2, e portanto, 


$i.=0 
$ 
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5.5.6 Exemplos 


m da 
Ñ . f PA ar a 
(1) Verificar se f = (e*” + 1)Í + e”; é um campo conservativo em AP. Em caso afir- 
matiyo, calcular 


„T = 0; a = Ç, C constante, 
ap, lá 
17. 


Obtemos, então 


ap 
onde a notação | significa integral de linha ao longo de qualquer caminho de (1,0) a (1,1). 
de 


Logo, 


7 um : 

. Ji = [fer + ars e 4] 

Solução, O campo vetorial 7 é um campo tal que f, e f, são funções contínuas e possuem vo ao 
i jais de la a 

derivadas parciais de 1* ordem contínuas em A??, = 1,0 = ut) 

mee 


(li) Determinar o trabalho realizado pela força 


e***, f admite uma função potencial u, ou seja, f é um campo con- -= 


F = (ye + DÍ + (az + 7 + (ay + DÉ, no deslocamento: 
3) ao longo da poligonal ABCDE da Figura 5.44 (a); 


am E 
Portanto, pelo Teorema 5.5.5, | F . dí é independente do caminho de integração em `; 
am 


AQ. Para calcular a integral, vamos encontrar a função potencial u e usar o Teorema 5.53. “| 


b) ao longo do caminho fechado da Figura 5.44 (b). 


, 


Temos, 


2 TET A 


Integrando t = e! 4 l emrelagio ax, vem ` 


u= f(e +1) dy 


= e"? +x + aly) 


Figura 5.44 


Derivando este resultado em relação a y e usando a igualdade z 
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Solução. É conveniente verificar, inicialmente, se / é conservativo, Em caso afirmativo, 
podemos usar os Teoremas 5.5.3 e 5.5.5, 


Ö'eampo de forças F étal que ff, e são funções contínuas que possuem derivadas 
parciais de 1% ordem contínuas em A?%, Como 


Liz 
dy 

CAA 
HA. 
de Sa Tr 
E RE 
o y 


Ī admite uma função potencial u, isto é, F é um campo de forças conservativo. 


a) Para resolver este item, vamos encontrar uma função potencial u de f.. Temos, 


2 pad 
y % 


Integrando = yz + | em relação a x, obtemos 
u= (+ ar 
= yax + x + aly, z) 


Derivando este resultado em relação a y e usando 2! 


az + l, vem 


a= jo = y+ be 
Substituindo este valor na expressão de u, temos 


MENTE O 


longo de qualquer caminho de A até E, Poderíamos 1 
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Derivando este resultado em relação a z e usando 


du 
go TAL vem 
à 
Ttroe 
db 
dz 


b = fde = 2 + C, C constante. 


Logo, a função potencial é dada por 


METAN ZA O 


Usando o Teorema 5.5.3, vem 4 
MITA gral 


w=[7. a 
e 


ea 


= (4,55) ~ ut,1,0) 


= 112 unidades de trabalho. 


Observamos que o trabalho poderia ser calculado diretamente, usando 5.3.1(2), ao 
tomar, por exemplo, o segmento de reta 


ZE. 
Dw=f7.dr 
= O unidades de trabalho, já que a curva C é fechada, É 
C Caleutar f [= des 
day 


Onde C'é dado na Figura 5.45. 
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Solução. O campo vetorial 7 = 7 Ï + 7 Ī já foi analisado no Exemplo 
Rd à 


Fay x 
N 

4.10.4(c). Este campo é conservativo em qualquer domínio simplesmente conexo que não 

contém a origins 


= x n 2n 2cost 
JE add T +) ji q sen + E cos] de 
c 
a) Para a curva C dada na Figura 5.45(a) não encontramos dificuldades, pois C está com. * 
tida em um domínio simplesmente conexo que não contém a origem. 


Portanto, pelo Teorema 5.5.5, temos que 


Como o resultado desta integral foi diferente de zero, a integral de em um domínio U 


Ë) que contém C, depende do caminho de integração. 
b) Para a curva C dada na Figura 5.45(b) não podemos aplicar o Teorema 5.5.5. Neste 


caso, para resolver a integral, vamos parametrizar a curva C e usar a Equação 5.3.3(4). 
Temos, 


Voltando ao Exemplo 4.10.4(c), podemos afirmar que F não é conservativo no domí- 
nio D, = ((x, y)Il < x? + y? < 16) 


©) A Figura 5,46 mostra um domínio simplesmente conexo U, que contém C da Figura 


C: FU) = 2cost Ë + 2sent J, te (0, 2r} S.45(c) e não contém a origem. 


Figura 5,46 


Então, para calcular a integral ao longo de C, podemos encontrar uma função poten- 
ude f em U e usar o Teorema 5.5.3. 


Temos, 
du x 
q) == . (2) 
Me yz O 


Figura 5,45 


E 
t 
E 
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Integrando (1) em relação a x, obtemos 
= 
= dy 
[e 
Ê 
=-arcig> + a(y) 
s y 


Derivando este resultado em relação a y e usando (2), vem 


CS 
EEES 
Y dy 


A as R 
dy 


Obtemos, então, 


s]- WB) — UA) 
=acig2- E 
82-5. 


"5.6 EXERCÍCIOS 


1. Verificar se o campo de forças F é conservativo. Em caso afirmativo, determinar uma 
função potencial para este campo e calcular o traballio que ele faz sobre uma partícula: 
que se desloca de AÇI, 1, 0) a B(2, 3, 1). ' 


a Ja rta ta y y) 
b) F = (y cosy + yes + (x cony + 109)j + E 
O F = (ye + cosx) + (xe — seny)j + ay È. 


2, Verificar se o campo vetorial dado 6 conservativo, Em caso positivo, determinar uma 


ta, 


pr 
função potencial para F e o valor da integral J 7. donda, bce R, 


sanm 
a) Fey D = Oz r+ By) 

D andert (y, (ra ya o”) 
9 Tender Ay 2% 899) 

0) Fy, 2) = (e(cosy + senz), e" seny, er cosa) 

o Jangs 2y, a). 


. Calcular a integral F . dF onde 7 é o campo vetorial dado, ao longo de qualquer 


caminho que une o ponto A(1,1,0) ao B(12-1). 
a) J = (sene + 29) + (2x + cos] + (e - y senz) 
D F= (et e a (et t aF + (ame so) 


dry ys da +29) ++ Do 


+ Verificar que as integrais são independentes do caminho. de integração e determinar seus 


valores. 


om 
a) flade + y) 


am 
D) $ (et cosyar + el seny dy) 


9 J (ayd + x? dy e 2dz) 


win 
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EM 8) ao longo do caminho fechado formado pelas curvas y =x? e x = 33, no sentido anti- 
à JW + do horário, 
i «ia, 


y r P 
des dy |, no longo dos seguintes caminhos: 
+y Wry | ý ai 
a) circunferência de centro (2,0) e raio 1 no sentido anti-horário; 

b) HO = (r, UN, te (1,4); 

e) poligonal ABC onde A(1,1), B(3,3) e C(4, 1/4); 


am 
o f [2x senede + (2 ~ eP)dy + (x%cose + 3ye?)de] 


aan 


s cut [7 


: D “ear + (xe” + e*)dy + (ye 


iam 


- 2e% )de] 


in 
8) | (ercosrdx + e'senx dy) 
ao 


d) circunferência de centro na origem e raio 1, no sentido anti-horário. 


9, Calcular f F . dz onde 7 = = F = (x, y, z), ao longo dos seguintes caminhos: 
Fi 
e 


5. Calcular f 7 . dř, onde f «( y 


a +) ao longo dos seguintes cami- 
Ary? dy 
c 


a) elipse 4/4 + y? = 4, z= 2, uma volta completa no sentido anti-horári 


b) quadrado Ixl + Iyl = 1, z = 0, no sentido anti-horário; 


a) circunferência de centro em (4,4) e raio 2, no sentido anti-horário: ©) segmento de reta que une o ponto A(0,1,0) ao B(1,0, V3); 


d) intersecção das superfícies = x? + y, do ponto A(2,0,2) ao B(2,4,245). 


710. Uma partícula de massa m move-se no plano xy sob a influência da força gravitacional 
É = — mg). Se a partícula move-se de (0,0) a (-2,1) ao longo de um caminho C, mos- 
tre que o trabalho realizado por É é w=-=mg e é independente do caminho. 


b) poligonal ABCD, onde A(L,0), B(1,1), C(2,1) e D(2,2), de A até D: 


<) quadrado de vértices A(1,0), B(2,0), C(1,-1) e D(2,-1) no sentido anti-horário; ` 
d) circunferência de centro na origem e raio 4, no sentido anti-horário. 
i 6. Calcular flex + y?)dx + 2xy dy + x?dz), onde C € a intersecção das superfícies 


c 
z=x +y ex+y=2 do ponto A(2,0,4) a B(0,2,4). : 


11, Determinar as seguintes integrais ao longo dos caminhos fechados: 


1 a) Shay + ajude + (xè Jay + 2eyde) 
7. Determinar o trabalho realizado pela força conseryativa f = (yz, xz, ay + 1) nos $ |: c 
seguintes deslocament 


al 


4 


C: FU) = (sent, cost, n), 1 € (0, 2x] 


a) ao longo da elipse x? + y'/4 =9, no sentido anti-horário, do ponto A(3,0) ao B(0,6); 


b) ao longo do arco de parábola x=)?- 1, z = 2, do ponto A(-1,0,2) ao ponto 


D) flor + add + (x = y)dy + Azide) 
e 
B(3,-2,2); 


C FU) = (sent, cost, n), 1 € (0, 27]. 
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12, Determinar o trabalho realizado pela força F = (ye 


uma partícula ao longo da curva y = 2, do ponto A(-1,-2,0) ao B(-2,-1.0). Esse 
x 


trabalho é maior, menor ou igual ao trabalho realizado pela mesma força F para deslo- 
car uma partícula em linha reta de A até B? 


13, Determinar o trabalho realizado pela força F = (e” + ye, xz, xy) pura deslocar uma 
partícula ao longo da intersecção das superficies 2 + + 2=4e2= x? + y7, do 


ponto A(1,1, 42) ao B(V2.0, V3). 


14. Catala [= de > 37 | onde Cédada nas Figuras 547, 5.48 549, 
e 


Figura 5.47 


Figura 5.48 


© + 1) para deslocar 2 


15, Calcular o trabalho realizado pela força 


F=Oxrcr ia (y + (x = 3y + 2)É, sobre uma partícula, ao lon- 
go de C, de A(2,4,2) a B(2,0,0), onde C é: 


a) osegmento de reta AB: 
b) a parábola 


? no plano y = 2. 


“5.7 TEOREMA DE GREEN 


Este teorema expressa uma integral curvilínea ao longo de uma curva fechada no plano, 
“como uma integral dupla sobre a regio limitada pela curva. 


(4 5.7.1 Teorema 


Sejam C uma curva fechada simples, suave por partes, orientada no sentido anti-horário, e 
Ra região fechada delimitada por C. Se F = (f, f) € um campo vetorial contínuo com 
derivadas parciais de 1* ordem contínuas em um domínio D que contém R, então 


fras 50 [(E- Lúcar W 


Prova Parcial. Faremos a prova do teorema para o caso em que a curva Cé suave e afegito 
R pode ser descrita, simultaneamente, como indicado na Figura 5.50(a) e (b). Isto é, 


R = {(x,y)la S x S b e gix) SIS) e 
R = (my) leS y sd e hly) s x s hyh 


Figura 5.50 
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Para provar (1), basta mostrar que sfna a 
: pas]! oa 
Pao = JJ F tay o a a beim 
e 4 è 
e i = So fe » lt 
' Fay = [f Z aay. DE > | 
) o e = SIAE 80) - (x. 8,0) ax | 
Vamos mostrar (2). ka 


Observando a Figura 5.50(a), podemos ver que a curva C pode ser dividida em duas % 


= [Lhe g) - fila de 5) 
í curvas C, e C, de equações y = g,(x) e y = g,(x), respectivamente, Í Lito, g0) = Al, eco] A 


Usando x como parâmetro, obtemos uma parametrização de C,, dada por A partir das expressões (4) e (5), obtemos 


a 
bra = E E ud 


Para mostrar (3) procede-se de forma análoga, utilizando 


Cu FCO = (x, 860), x e la, b} 


Para a curva C, não podemos proceder da mesma forma, pois o sentido positivo deter- -4 
“ minado pelos valores crescentes de x em (a, b), nos dá a orientação sobre C,, no sentido 
oposto ao desejado. Podemos, porém, parametrizar -C, e usar a Propriedade 5.3.4(d). Te 


mos, 3 R= {(xy)le Sy Sd e hly) Sx S ly) 
=Cy: 500) = (1x, ga), x e la, b). É! Observamos que o Teorema de Green também é válido para uma região R que conté- 
do a) Mha buracos, Neste caso, o caminho de integração C é todo o contorno de R, orientado de 
| maneira que a região R se encontre à esquerda, como mostra a Figura 5.51. 
$ sde = | fide + | pas E 
, c a a q 
= | fax Jie i 
E 4 c 
, 44 E 
= j filas gia) da — | Al g) de w 
6 E 
1 Por outro lado, como % é Contínua, desenvolvendo o 2º membro de (2), tentos 
i y 


Figura 5.51 
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5.7.2 Exemplos Observamos que, neste exemplo, para calcular a integral curvilfnea diretamente, terfa- 
mos que dividir a curva C em três partes suaves, calculando a integral sobre cada, parte. A 


utilização do Teorema de Green simplificou os cálculos. 


i (1) Usando o Teorema de Green calcular $ [y? dr + 2x? dy), sendo Co triângulo de vérti 
e 
ces (0,0), (1,2) e (0.2, no sentido anti-horário. 


Gi) Calcular $ 7. dF, ao longo da circunferência x + 0-1) = 1, no sentido horário, 


Solução. A Figura 5,52 mostra o caminho C de integração e a região R delimitada por C, 


c 
sendo 7 = (4x? ~ 9y, 91y + Jy7 7 1} 


Solução. A Figura 5.53 mostra a curva C. Como C está orientada no sentido horário, não 
podemos aplicar o Teorema de Green diretamente. No entanto, podemos aplicar o Teorema 
de Green para calcular a integral sobre a curva -C e depois usar a Propriedade 534(9), 
Teinos, 


$7. E = [fora 
e * 


Figura 5.52 


= Off 0 + 1) dedy. 
Como R é dada por 0 


0szsi 
USys2 
usando o Teorema de Green, temos 


Fr de +2 dy) = JS (ax = 2y) dedy * 
e x 


-ifje- ma é 


ola : 


i Figura 5,53 


j ap Passando para coordenadas polares, vem 
= | (4) - y | de 
o 


2 
pr 


= Jie = 4) = (8x? — 4x?) de 


= -43 


$7. di = dl fi seno + nra] do 
te o 


o 
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rs 
- JG senfO + 2:00) do 
= l8n, 


Logo, | 7. dí = Ir, 
c 


a 
Gii) Área de uma região plana como uma integral curvilínea ao longo de seu contorno, 


Usando o Teorema de Green, podemos expressar a área de uma região plana R, como 


uma integral curvilínea ao longo de seu contomo. 


Sejam R e C como no Teorema de Green, Sejam f = xj e 3 = -yi. Os campos 


vetoriais f e ¿ são contínuos com derivadas parciais contínuas em (22. 


Aplicando (1) ao campo F, obtemos 
fráy= Jf dxdy. 
e a 

Da mesma forma, aplicando (1) ao campo E, vem 
fod= Jf dsdy. 
c a 

Portanto, se denotamos por A a área de R, temos 

As $x dy 


e 
ou 


Az f-ra, 
e 
Combinando (6) e (7), obtemos uma terceira fórmyla para a área de R, dada por 


1 
A= zev- ydi), 
c 


Eventualmente, outras fórmulas para a área podem ser encontradas, aplicando o Teorema - 


de Green a outros campos vetoriais convenientes, 


- Dicendida entre as curvas C, e 


(1) Calcular a área delimitada pola elipse 24 e =1. 


Solução. A elipse dada tem equação vetorial 
FU) = (2cost, 3sent), 0 StS 2r. 
Usando (6), vem 


A= fxdy 
c 
i 
= | 2cosr . 3costdt 
> 
à 
= 6] cos? ar 


=6r 

(9 Seja D = {(x, y) 1x? + y! <4). Dado o campo vetorial 

Ed Pi x 
Pela 7) 


mostrar que $ F . dř = 2x para toda curva fechada simples C, CD, suave por partes, 
c 
orientada no sentido anti-horário e que circunda a origem. 


Solução, Para resolver este exemplo, devemos voltar aos Exemplos 4.10.4(c) e 5.5.6(itl. 


Seja C, c D uma curva fechada simples, suave por partes, orientada no sentido anti- 
horário, que circunda a origem (ver Figura 5.54). 
PR 


Sejam C, a curva que delimita D, orientada no sentido anti-horário e R a região com- 
» O contorno de R, orientado de maneira que R fique à 
esquerda, é formado pelas curvas -C, e C, (ver Figura 5.55). 
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5.8 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 11 calcular as integrais curvilíncas, dadas usando o Teorema de Green; 


A flu + (8x + y) dy], ao longo do triângulo de vértices (0,0), (1.2) € (2,0) nosentido 
e 


anti-horário. 


» $ [ne = 2y)dx + (2x + e") dy] ao longo da elipse x? + y"/9 = 1 no sentido horário, 
c 


ca [P + VEZE) des uy 4 dx ao longo do retângulo de vértices (0,0) Go, 
c 
(8:2) e (0,2), no sentido anti-horário. 


4. farra 7 dy) ao longo do paralelograma de vértices A(0,0), 
e 


Figura 5.54 Figura 5.55 


Aplicando o Teorema de Green, vem 


vê 


% P mpn 
4 day > [Ffar B(2,0), C(3,2) e D(1,2), no sentido horário. 


5 $ (dx + ay dy), ao longo do paralelograma de vértices A(1,1), B(3,2), C(4,4) e D(2,3) 
e 
no sentido anti-horário, 


6. $F. dí onde F = (-3x?y, 319?) e Cé a circunferência xº + y" + dy = 0 no sentido 
s 


— anti-horário. 
Jh.a =f F.a. c $T. dr, onde Ï =i». 0) € C é o triángulo de vértices A(0,1), B(.1) e C(22) no É 
å à E 
/ sentido horário. 


Como $ 7. dê = 2x (ver Exemplo 5.5.6(ii)), segue que a à 3 
5 y 7 8 fF. dr.ondej 
A 


do anti-horário, 


+40 207 +23 + »)eCéaelipse x: + 4y'= 16 no senti- 


UN ds) onde Cé o contorno formado pelas retasy=0,x=1 Ca parábola 
c 
3:=? no sentido anti-horário. 


Observamos que, usando este resultado e o Teoria 5.5.5, podemos concluir que a 
integral curvilína do campo 7 depende dö caminho de integração em qualquer domínio que 
contém a origem. 


10, $le de + (e? + 1) dy] onde C € o triângulo A(-1,2), 'B(-3,1) e C(1,0) no sentido anti- 
c 
horário. 


la $lle" + ac (ar Ji. y) o] onde C é o quadrado de vértices (0,0), (1,0), 
c à 


EA É Calcular f F. dř, onde F = (23y t net, 4 + (y? + dy +2) e Céa poli; 


b. 
MAKRON 
Books 
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(1,1) e (0,1) no sentido horário. 
12. Calcular a área da elipse x = 6c0s0, y = 2sen0. 
13. Calcular a área da Figura 5,56. 


Neste capítulo apresentaremos as integrais de superfície. Inicialmente, veremos alguns as- 
pectos elementares da Teoria de Superfícies, O cálculo dä área de uma superfície é outras 


aplicações serão analisadas no decorrer do capítulo. +? 
"e 


6.1 REPRESENTAÇÃO DE UMA SUPERFÍCIE 


Figura 5.56 

14. Determinar a área entre as elipses: 
a) tyh e N yA 
b) 2+9- 2x- 18y +1 


Em geral, uma superfície S em A? pode ser descrita como um conjunto de pontos (x,y, z), 
que satisfazem uma equação da forma 


Sayd =0, 10) 


Oc xX-2x+4P-8y+4=0, 


15, Dado o campo vetorial f = ( = mostrar que Y 7. d? = O para j 


dry? +y onde fé uma função contínua. 


c 
toda curva fechada simples C, suave por partes, que circunda a origem. A equação (1) é chamada uma representação implícita de $. 


16. Dado o campo vetorial f 


> 2) niare 7 dr = 21 para 
ey 


E Se for possível resolver a equação (1) para uma das variáveis em função das outras, 
sty 


obtemos uma representação explícita de S ou de parte de S. 


a : 
toda curva fechada simples, suave por partes, orientada no sentido anti-horário que 
hs 
a R 4 6.1.1 Exemplos 
17. Calcular | F. dř, onde f = (x? +2) V78 + y, 4x?y) e Cé a poligonal de 4 
c 
vértices A(1,0), B(3,2), C(02), D(0,0), de A para Lj 


MA equação! + pipe 


o 
uma representação implícita da esfera de centro na origem e raio a. 


c 


Se resolvermos esta equação para z em furição de x e y, obtemos duas soluções dadas 
Bonal de vértices A(0,0), B(2,0), C(2,2) e D(-1,0) de A para D. 


»: por 
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Cada uma das equações anteriores constitui uma representação explícita de parte da 


esfera. A primeira representa o hemisfério superior e a segunda o hemisfério inferior (ver 
Figura 6.1). 


ve 


Figura 6.3 


Figura 6.1 Lyd 

Igura (MA equação x + 7 y +72 = a, a > 0,6 uma representação implícita do plano incli- 
ado que corta os eixos coordenados x, ye z nos pontos (a, 0, 0), (0, 2a, 0) e (0, 0, 3a), 
respectivamente (ver Figura 6.4). 


Resolvendo a equação (2) para x em função de y e z, obtemos as equações 


RR -7 


que constituem outras representações explícitas de partes da esfera, A primeira equação 4 
representa o hemisfério da frente e a segunda o hemisfério de trás (ver Figura 6,2). 


x= 


As equações 


sma=ly.l 
q 2” za 


p= f0-2-2:) e 
3 f 
cfr) 


constituem representações explícitas deste plano. 


Figura 6.2 
i 
Analogamente, resolvendo a equação (2) para y em função de x e z, obtemos 
y= 


Neste caso, a primeira equação representa o hemisfério à direita e a segunda represen: * 
ao hemisfério à esquerda (ver Figura 6.3). 


e y=- 


Figura 6.4 j 
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De maneira análoga à feita para curvas no espaço, podemos considerar representações 


6.1.3 Exemplo 
paramétricas de uma superfície S. 


A equação vetorial 


6.1.2 Equações Paramétricas Fu v) = ui + vj + (u? + 1), 


: Seja S uma superfície no espaço. Se os pontos de S são determinados pelas equações onde-2< $20 0SySS5, representa uma superfície parametrizada em A, 


eai Eliminando os parâmetros u e v das equações paramétricas 
E y= yiu v) (o) em 

E z= uv) y=v 

y onde x, y, z são funções contínuas das variáveis u e v, definidas em uma região conexa R +; z=i+1 


, do plano uv, as equações (3) são chamadas equações paramétricas de S. A A 
Se denotamos por F(u, v) o vetor posição de um ponto qualquer Ai 
Como x= =n definid; 
, Calu, v), ¿Cu V), z(u, v) da superfície, temos hi 
ia M r = š 25x<2, 0syss. 
Flu, v) = x(u, VÊ + ye, vj + zn, WE, 


A Figura 6.6 mostra a superfície S, que é chamada ci 


(ver Figura 6.5). 


Dessa foma, a superfície S, parametrizada pelas equações (3), pode ser representada 


pela equação vetorial i 
d Pnv) = xt VË y VI] + eli WE; (u, v) E R. (0) 


i A equação (4) é chamada representação vetorial da superfície S. 


Figura 6.6 


Figura 6.5 
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R 6.2 REPRESENTAÇÃO PARAMÉTRICA DE 
ALGUMAS SUPERFÍCIES: 


constituem uma parametrização du esfera. 
A equação vetorial correspondente, é dada por 
6.2.1 Parametrizacáo da Esfera 


Flu, v) = acosvcosu É + acosvsemu + aseny Ñ, (2) 


A Figura 6.7 mostra uma esfera de raio a, centrada na origem, onde marcamos um ponto 
Py, 2) e dois Angulos te v. O ângulo ué o mesmo que em cooidenadas polares, eo ângulo 
vé formado pelos segmentos DP e OR. 


Fazendo O Su $ 2n © E svs F as equações (1) descrevem toda a estera, 


Para obtermos uma parametrização de uma parte da esfera, devenios determinar os 
correspondentes valores de ue v. Por exemplo, uma parametrização do hemisfério superior 


Do triângulo retângulo P,OP, temos que é dada pelas equações (1) onde 0 Su $ 2x e0 < y < > 


OR = acosv e z= asenv. Observamos que a parametrização da esfera dada pelas equações (1) não é única. 


Do triângulo retângulo P,OP,, temos que Uma outra parametrização muito usada é dada por 


x= Dlicosu e y= Olsen. 


Piu, v) = (asenv cosu, asenv senu, acosv), 6) 
Substituindo OF, nas duas últimas equações, obtemos x = acosv cosu e ondeO Susar cO< vem, 
y = acosv senu, 
p Nesta parametrização, os parâmetros w e v coincidem com os ângulos 0 e $ das coor- 
: Asequações denadus esféricas (ver Figura 6.8). 
X = acosv cost 
y = acosv senn - 0 
z=asenv g 


Figura 6.8 


Figura 6.7 
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6.2.2 Exemplos Me? Como E = Asenv, lemos 25 Asenv< d ou À < senwv < 1, 


2 


(1) Obter uma parametrização da parte da esfera x? + y! + z? = al, que está no 1º octante, A 


x 
Seg =svs 
gue que gs Y SS 


Podemos usar a parametização da esfera dada pela equação (2) e determinar os cor. Y 
espa irem Hom paia ju Analisando a Figura 6.10, observamos que O < u < 2x. 
Analisando geometricamente a Figura 6.9, podemos observar que ambos os paráme- 
tros ue v variam de 0a +. 
Portanto, 
Flu, v) = acosvcosu É + acosv senuj + asenvk, 


onde0susteosvsÍ, 
2 2 


(ii) Determinar ma parametrização da parte da esfera 


Figura 6,10 


a +y’ +z? = 16, acima do plano z=2, 
tyra acima do plano z dei; 


Vamos usar a parametrização da esfera dada pela equação (2) e determinar os valores 


de w e v de modo a obter os pontos dá esfera que satisfazem 2 $ z $ 4. , Flu, v) = 4cosvcosuT + 4cosvsenuj + 4senv E, 


E x 
onde S vs — 
nde svs Te O Susan 
(il) Obter uma parametrização da esfera 
Py dyr d+ 1=0, 


Necessitamos completar os quadrados para encontrar o centro e o raio da esfera, Te- 
mos, 


Pl y áyr d+ + l=S5 ou 
(Ia md, 
Portanto, a esfera dada tem centro no ponto (1, 2, 0) e raio 2. 


Sejam = +2je 


lu, v) = 2cosu'cosv E + 2senu cosv] + 2senv 


Figura 6.9 


Osusm e -ExvsE, 
2 2 


1= 18 


2 maszk som =Y 
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a n 
Segue quem = F- 
De forma análoga, de y = 2x, x 20, vem que 


2 sen u, = 4008 1, 


Figura 6.13 
Portanto, 


Flu, v) = 2cosui + 2senuj + vk, 
onde0 < v $ Se Ș <u $ eig? 


Qi) Obter uma parametrização do cilindro x + z 


à E 
O cilindro dado é mostrado na Figura 6.14, onde introduzimos geometricamente os; 


parâmetros ue v. Podemos observar que 


X= COS U, Y =V € z=asen u. 


Portanto, 


Flu, v) = acosui + y) + asen uk, 


OSuUS2R eo <v < +, 


é uma parametrização do cilindro dado. 


Figura 6.14 


6.2.5 Parametrização de um Cone 


A Figura 6.15 mostra um cone circular, onde denotamos por œo ângulo formado pelo eixo 
positivo dos z e uma geratriz do cone. 


Dado um ponto qualquer P(x, y, 2) do cone, sejam w o ângulo polar e va distância de P 
até a origem. 


Do triângulo retângulo POP, temos z = vcosa e OF, = vseng, 


Do triângulo retângulo P,OP,, vem x = DF cos ue y = DR, sen u. 
Substituindo OZ, nas últimas equações, obtemos 
X=VSena cosuey=vsena senu. 
Portanto, uma parametrização do cone da Figura 6.15 é dada por 
Flu, v) = vsena cos ul + vsend senuj + v cosak. (5) 


Fazendo 0 < u < 21 e 0 $ v < haequação (5) descreve um cone de altura h cos q, 
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Logo, 


à 1 7.1 >S e 
Fu, v) = —vcosui +> vsenuj + È yë, 
greu + esa + T> vě, 
onde 0 Sus 2n e OS y< 4o, 


(li) Obter uma purametrização do cone z = — x? 4 y?, 


A Figura 6.17 mastra o cone dado, que está representado na forma explícita. 


Figura 6,15 


6.2.6 Exemplos 


(1) Obter uma parametrização do cone gerado pela semi-reta z = Viy, y > O quando esta 
gira em torno do eixo positivo dos z. 


Vamos determinar o Angulo &, formado pelo cixo positivo dos ze a geratriz do cones 
usar a equação (5). 


Seja P(O, y, 2) um ponto qualquer sobre a semi-reta dada, Observando a Figura 6.16(0), 
- vemos que 


Figura 6.17 
i = Podemos parametrizá-l, fazendo 
y = OPsena e z= OP coso. 

x=u 


Comoz = 43 y.seguequecosa = V5 sen o. on -tg a a 


Neste caso, sua equação vetorial é dada por 


Tu m=uisvj-ho VE, 


Onde co < u < 408 € o < y < 100, 


EEE 
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6.2.7 Parametrização de um Parabolóide 


fazendo-se 


Figura 6.19 


6.2.8 Exemplo 


Obter uma parametrização da parte do parabolóido z = 2(xº + y?) abaixo do plano z = 8. 


Usando x e y como parâmetros, uma equação vetorial do parabolóide é dada por 


Figura 6.18 


F(x, y) = (x y, 2 + y?)). 
Neste caso, a equação vetorial será dada por a y) = (5 y, Ax + y?) 


Como queremos a parte do parabolóide abaixo do plano z = 8, os parámetros x e y 


Fa = ad + vj + (ue + E, (9 y Dosis 


onde ue v podem assumir quaisquer valores reais. ayse 


Observamos que, muitas vezes, as próprias variáveis x e y são usadas como parâme- ¿. nr frysa 


ro Nosja cá peão (6 8 ne o Podemos observar que, neste exemplo, aregião R = ((x, y)1x? + y? < 4} éa pro- 

Fa y) = re y 10) Jeção da superfície S sobre o plano xy (ver Figura 6,20). 

i lide z = aQ? + y?) € dada À 

nai A a Ex 6.2.9 Parametrização de Outras Superfícies 
Flu, v) = (ucosv, usenv, au), 10) 

à De maneira geral, dada uma superfície S, sempre procuramos parametrizá-la da forma mais 

onde0S v $ 2x e 0 < ù < +o. . Mutual possível 


Nesta parametrização, os parâmetros i e v coincidem com as coordenadas r e O das $ 


coordenadas polares (ver Figura 6.19). 


Por exemplo, quando S for o gráfico de uma função z= (x, y), definida em uma região 
do plano xy, as variáveis x e y sempre podem ser tomadas como parántetros, Uma parâme- 
rizagáo de $ será dada por E 
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F, y) = (x, y, dm) 


6.2.10 Exemplos 
onde (x, y) € R (ver Figura 6.21). 


(1) Parametrizar o hemisfério xº + y! 4 z? = 4,220, 


À Figura 6.22 mostra a superci S, que 6 o gráfico da função z = JJ SA 
definida para x? + y? 5 4, 


Figura 6.22 


Uma paramettização de $ é dada por 


AS SE per 
onde Ré o cfrculo x + yt s4, 


Figura 6.20 


(D) Parametrizar a superfície $ dada por y= 4 z, y< 4, 


= A Figura 6.23 mostra a superfície S, Neste caso, Séo gráfico de uma função 
Y= Y, 2), definida em uma região R' do plano xz. 


Figura 6.21 


A região R é a projeção de S sobre o plano xy. 


Figura 6.23 
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"Tomando x e z como parámetros, obtemos uma parametrização de S, dada por 
ads ai (a? rd 
onde x ez satisfazem +z? S 4. 


Observamos que, neste exemplo, a região R' é a projeção de $ sobre o plano az. 


li) Obter uma parametrização da parte do cone x? = y? +z? que está entre os planos x= Le 4 


x=4 


Figura 6.24 


A Figura 6.24 mostra a superfície S e a sua projeção Rº sobre o plano yz. 
Podemos observar que S é o gráfico da função 


xed rr ger. 


Tomando y e z como parâmetros, obtemos uma pafametrização de S, dada por 


LOPER ETA ES EES 


onde (y,2) € R'. 
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A região R" éo anel circular delimitado pelas circunferências y’ +22 = 1 ey? 22 = 16, 


6.3 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 7 a equação dada é uma representação implícita de uma superfície $. 
a) Identificar a superfície. 


b) Escrever algumas representações explícitas de partes de S, representando-as grafica- 
mente, 


1,20 +3 442=24 

2X+yPre=I6 

La yt mh 
4.20 -dxr+y-2y+ 2224300 A 


5.204 VI y=2=10 qu 
Gara aladh | 


TE+P-E=0 gp 


Nos exercícios de 8 a 14, obter uma equação cartesiana para a superfície dada, Representá- 
Ja graficamente, 


Bru v) = (W? +v? rj VE 
Team sv E 


10. Ffu, v) = ul tije 


9. F(u, v) = 


25452 0Svs4 
UF, v) = (u nVa- E) 
12 Fu, v) = (u, Va, y) 


| 13, Fu, v) = (va ul u, ) 


MA. F(u, v) = (2cos 1% 3senu, v), O <u < da 0svs4 


i 
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Nos exercícios de 15 a 20 parametrizar as seguintes superfícies, dadas implicitamente: 
150422 dy 4 

le xs pi-z=1 

1xty+z=8 

18ed, e. < y <o 

A) 


dr 2y=0 


Nos exercícios de 21 a 45 escrever uma representação paramétrica para a superfície dada, 
21, Esfera centrada na origem e raio Y 

22, Esfera centrada em (2, —1, 3) e raio 4 

23, Parte da esfera x? + y? + z’ = 8 que está no 2º octante 

24. Parte da esfera x + y? + z= 1 acima do plano z = i 

43 


26. Parte do cilindro + y? =16, -2 $ z < 2 delimitado por x = y, y 20 e x 


1er 2=10 i 
28. Cone gerado pela semi 
Dele 

M0. 2 = A 


31,2 +2*-32=0 


32, 42-Jx-3y'=0 
33,2%+22-y=0, yS8 

My 421650, 220 

35, Parte da esfera x? + y? + 2? — dz = 0, que está acima do plano z = 2 


taz = 2y, y 20 quando esta gira em torno do eixo positivo dosz 


36. Parte da esfera? + y + zè = 36, tal quex2 06y SO 

37. Parte da esfera x? + yt 4z? | que está entre os semi-planos y = xe y= 2r, x2 0 
38. Cilindro y’ +2 =9, 0<x<4 

39, Cilindro x -2x+y*-6y=3 


40. Cone gerado pela semi-reta y = V3x, x20, quando esta gira em tomo do eixo positivo 
dosy 


LA tal que y 2-3 


42, Parte do parabolóide z =x? 4-1, que está entre os planos z =0 e 7=3 


41. Parte do cone y 


43. Parte do plano x + y + 


que está no 1* octante 
44, Parte do plano 2x + 3y=9 delimitada pelos planos coordenados x = 0 e y=0 
45. Parte do plano y + z =8, delimitada pelo cilindro x? + y? = 4, 


8.4 CURVAS COORDENADAS 


Seja S uma superfície paraméttica representada por 


PU) = at, VÊ + yu, vA + atu E, uv) ER (0) 


Se fixamos o parâmetro v, a equação (1) descreve uma curva. Tal curva está contida 
em Se é chamada u — curva. 


Analogamente, fixando o parâmetro u, obtemos uma v— curva sobre 


Dado um ponto P sobre $, de vetor posição Huy, va), à u — curva Flu, 1) en 
Y= curva Fito, v) são chamadas curvas coordenadas de Sem P. 


A Figura 6.25 mostra as curvas coordenadas em um ponto P de uma superfície $. 
Salientamos quea u ~ curva é a imagem de um segmento horizontal y a v contido em R e 
4 Y curva é a imagem de um segmento vertical u = 1, 
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Figura 6,25 


Observamos que uma curva coordenada pode degenerar-se em um ponto. 


6.4.1 Exemplo 


Determinar as curvas coordenadas da esfera x? + y! + 2? = 4, no ponto P(2, 0, 0). 


Usando a parametrizagáo du esfera vista em 6.2.1(2), vem 
x 


Fu, v) = (2c0s u cos v, 2 sen u cos v, 2sen v), onde O $ u $ 2x e ea ssi 


No ponto P(2, 0,0), temos u=0 e v= 0, 
Portanto, a u — curva em P tem equação ; 
F(u, 0) = (2c0s u, 2sen u, 0), 0 $ u $ 2x, 


A v- curva em P é dada por 
FO, v) = (2cos v, O, 2sen v), = svs > 


A Figura 6.26 ilustra este exemplo. 
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Figura 6,26 


6.5 PLANO TANGENTE E RETA NORMAL 


Seja P um ponto de uma superfície paramétrica Š, representada por 
Fin, v), (uv) € R. 
Suponhamos que P tem vetor posição F(1p, Vy) e que as curvas coordenadas de Sem 


Fr (F(u, va) 
u du 


Etungonte 1 v=curva F(u, v) 


P sejam suaves. Então, conforme vimos em 3.10.3, no ponto P, o vetor Y = 


Etangente a1—curva F(u, 15) 00 vetor E Mg Y) 
(ver Figura 6.27). si 


Figura 6,27 


? 
i 
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dr ar 
Seos vetores Jeso 


plano é chamado plano tangente à superfície no ponto P. 


são linearmente independentes, eles determinam um plano, Este 


O vetor z z € perpendicular ao plano tangente e é denominado vetor normal à 
m dv 


superficie S (ver Figura 6.28). 


Figura 6.28 


6.5.1 Exemplo 


Uma superfície S é descrita pela equação 


F(u, v) = (ucos v, usen v, 


onde O S u < 4,0 S v $ 2m, 


a) Representar graficamente a superfície S. 


b) Dar a equação e desenhar a v — curva correspondente a u=2 e a u — curva correspon- = 


dentea y = > sobre a superfície S. 


€) Determinar os vetores z, E z x z paran=2ev= A e representá-los no ` 


Ponto correspondente sobre o gráfico de S. 
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Solução de (a), Para representar graficamente a superfície S, vamos encontrar. 


camesiana. Eliminando os parámetros e v das equações paramétricas Sunequação 
x=ucos y 
Y=usenv 
1, 
obtemos2==0 "= 1, sendo que z está definida na região R = (13) Ia? 3316). 


A Figura 6:29 mostra a superfício S, que é um purabolóido, 


Solução de (b), Fazendo u=2 na equação da superfície, obtemos a y curva 
F(2,v)=(2c08 v,2senv, 3), 0<vS2n, 


que é uma circunferência no plano z = 3, 


Fazendo y = É, obtemos a w curva 


te) (E Eua 


que é um arco de parábola no plano x = y. 


= Alt curva e a v~ curva obtidas estão representadas na Figura 6,29, 


Figura 6,29 
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Solução de (o) Temos, ¡| A 6.5.2 Equação da Reta Normal 


Conforme vimos em 2.4.1, uma equação vetorial de uma reta é dada por 
(cos v, sen v, 21), 


FD = ā + be, 


z ta dO onde o vetor à é o vetor posição de um ponto da reta e o vetor È nos dá a direção da reta. 
Queremos a equação da reta normal à superfície S em um ponto P de S. Se ta. vo) 
z PE éo vetor posição do ponto P, podemos tomar 
A E & = Fito, vo) 
i ea or 
Ñ Maua y Mo» Yo) (ver Figura 6.30). 
= Mé cos vi — User vj + uk, 


Uma equação da reta normal n, é dada por 


FU) = Flu, va) + (É 


(mM 


ar 22) 
CS 


To) e 


ar 


(= 4V7, 447, 2 


Os vetores encontrados estão representados na Figura 6.29, com origem no ponto 
P(V2, 42, 3), que é o ponto de S correspondente aos valores dados de w e v. Podemos ` 
observar que: 


E o PÉ asotineamento independentes o portanto; determinam o plano tangente $, no - 


Figura 6.30 
du de 


ponto P. t 6.5.3 Exemplo 
a ar i fície S$. i 
(0) a é normal à superfície S. Determinar a equi 


o da reta normal à superfície $ do Exemplo 6.5.1, no ponto 
PVZ, J3, 3). z 


| 
i 
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O vetor posição do ponto P é 
da E 
ta F) = (54.3 
No Exemplo 6.5.1, calculamos o vetor” 
dE PY, E 
(É x Ee. 3) = (-44V2, - 442, 2) 
Portanto, uma equação da reta normal é dada por 
FU) = (42, J2, 3) + (447, = 442, 2) 
= (VE = vã, JE 4421, 3421) 


A Figura 6.31 ilustra este exemplo. 


for ar 
f: (É x SJ 10) = 0 o 


ondeĝ = (x = xy, Y= Yo 2 20). 


Figura 6.32 


6.5.5 Exemplos 


(1) Determinar a ec 


AZ, Ji, 3} 


Do Exemplo 6.5.1, temos que 


unção do plano tangente à superficie $ do Exemplo 6.5.1, no Ponto 


Figura 6.31 


(ias my) = (2, 
Too vo) = (V2, V3, 3); 


6.5.4 Equação do Plano Tangente 


3 
Queremos determinar a equação do plano tangente à superfície S, no ponto PG Xy 2). 


Ig 


F OF 

A u am o Ma) = (442, = 44%, 2) 
Seja Q(x, y, z) um ponto qualquer do plano tangente. Analisando a Figura 6.32, vemos 

que a equação do plano tangente é dada por Ê 
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Portanto, à equação do plano tangente a S em P é dada por ouainda, x+ y + VĒ 2=4, 

Na Figura 6.33, representamos a superfície S, o plano tangente a S em Pe o vetor 
E, E nopontoP, 
du de 


(x-2, y- 42, 2-3) . (-442, - 442, 2) = 0 ou 
=4V2(x - 42) - 4V2(y - VI) + 22 3) = 0 
ou ainda, 2/2 x +2W2y- z = $. 
, (ii) Determinar a equação do plano tangente à superfície S dada por 
X +y t? =4, no ponto P(I, 1, 42) 
Utilizando a equação vetorial da esfera, dada em 6.2.1 (2), temos 


' F(u, v) = (2cosu cosv, 2senu cos y, 2sen v), 


ond0 SuSe -Tevs Te 


. z z = (4cosu cos'v, senu cos"w, 4cos v sen v). Figura 6.39 
x x i 
t Os valores de u e v correspondentes ao ponto P(I, 1, VZ) são u = q (li) Determinar a equação do plano tangente à superfície S do exemplo anterior, no ponto 
' respectivamente. P40. 0.2). 
, MEE Este exemplo não pode ser resolvido, utilizando a equação vetorial 
` F(u, v) = (2cos u cos v, 2 senu cos v, 2sen w) 
i a ar 

i pois, no ponto P,(0, 0, 2), o vetor E x SÉ se anula, 

Fly, Yo) = (1, 1, V2) du dy 
, ' No entanto, podemos resolvé-lo com o auxílio do gradiente, como segue. 

a o 
, e w” FA (V3, 42, A esfera dada é uma superfície de nível S, da função f(x, y, 2) =? + y? +2? e passa no 


f ponto P,(0, 0, 2). 
Portanto, a equação do plano tangente a S em P, é dada por y) 


Logo, conforme Figura 6.34, a equação do plano ti te a Sem Py, € dad: 
pi jki (4, 00,9) :quagáo do plano tangente a S em P,, é dada por 


Vita) . F- 


] = 0, onde 


Faxistek oÑ =2k 


(142 + (y - 1) VZ + (z - v2).2 
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Figura 6.34 


Temos, 
gradf(P)=(0,0,4) e 
F-Ñ = (x-0, y- 0, 2-2) 
Portanto, a equação do plano tangente a S'em P, é dada por 
(0,0,4) . (1,9,2-2)=0 ou 
222, 


6.6 SUPERFÍCIES SUAVES E ORIENTAÇÃO 


Na seção 2.5 vimos que uma curva suave não possui pontos angulosos. Analogamente, uma 
superfície suave ou regular é caracterizada pela ausência de arestas, 


Podemos dizer que em cada ponto P de uma superfície suave S existe um único plano 
tangente a Sem P, 


As equações paramétricas podem ajudar na formalização da idéia de suavidade de 
ima superfície. Uma maneira conveniente de descrever a noção de suavidade de uma super- 


feie $ é dizer que $ pode ser dividida em partes e cada uma destas partes admite uma |; 


Parametrização F(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), onde x = x(u, v), y NU vez = ” 
emitem derivadas contínuas de todas as ordens e que, para todo (1 1,) € R, as derivadas 
primeiras satisfazem a condição 


E ug v) e Et Yo) são linearmente independentes, (0) 


A condição (1) € conhecida como condição de suavidáde ou regularidade, 


Os pontos de $ onde falha a condição de suavidade para qualquer parametrização são 
chamados pontos singulares. 


Observamos que uma má escolha de parametrização pode nos levar a Pontos onde a 
condição de suavidade näo é verificada, mesmo quea superficie seja sunve Eas pontos são 
chamados pontos singulares falsos, 


6.6.1 Exemplo 


O ponto P(O, 0, 2) da esfera 33 + y? 4 z? = 4 é um ponto singular da parametrização 
Fu, v) = (2cos u cos v, 25en u cos w, 2sen 1), 0) 
Jä que no ponto P(0, 0, 2) temos que Elifas Ó,centio Y e F não são linearmente 
du dy du dy 


independentes em P, Logo, no ponto P(0,0,2) falha a condição de suavidade para a parame- 
trização (2). 


No entanto P(O, 0,2) é uma singularidade falsa pois S é uma. superfície suave. De fato, 
usando a parametrização 


Fa jr Vau vi (3) 


obtemos 
dr 
= (P)=(1,0,0) 
e (P) = (1, 0,0) 
bd E (P)=(0,1,0). 
dy 


Como E e lo São linearmente independentes, para a parametrização (3) a 
u o 
condição de suavidade é satisfeita. 
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6.62 Superfícies Suaves por Partes 


Dizemos que uma superfície $ é suave por partes se S pode ser dividida em um número finito 
de partes suaves. 


6.6.3 Exemplos 
(1) Planos, parabolóides, cilindros e esferas são superfícies suaves. 
(li) O cone não é uma superfície suave. 


Gii) A superfície de um cubo é uma superfície suave por partes, pois pode ser dividida em 6 
partes suaves. Cada parte corresponde a uma face do cubo. 


(iv) A Figura 6.35(a) mostra esboços de superfícies suaves e a Figura 6.35(b) mostra algu- 
mas superfícies suaves por partes. 


Figura 6,35 
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6.6.4 Orientação de uma Superfície 


Dada uma superfície suave S, em cada ponto P € S, temos dois vetores unitários normais a 
5S (ver Figura 6.36). Se for possível escolher um desses vetores de maneira contínua em toda 
a superfície, dizemos que S é orientável. 


Figura 6.36 


Uma superfície S está orientada quando escolhemos em cada ponto P € $ um vetor 


unitário ÄP), normal a S, que varia continuamente com P, O campo de vetores à “chamado 
um campo normal unitário. 


Observamos que se S é representada por F(u, v), (i, 


= v) € R, nos pontos onde a condi- 
são de suavidade é satisfeita, os vetores 


a 


ar 
EN 


o ñ=-ñ 


(du 
são vetores unitários normais a $. 


6.6.5 Exemplos 


(1) Determinar um campo normal unitário da esfera x? + Y +2 =a?, representando grafica- 
mente o vetor normal unitário encontrado em alguns pontos da esfera, 
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Solução. Vamos usara representação paramética da esfera dada por 


F(u, v) = (acos u cos y, asenu cos y, asen v) 
x x n 
ETEF = 7 SY S gre determinar o vetor 


d ai 


z 


Temos, 


o o 


de sá = (a'cos u cos! y, a?sen u costv, asen cos y) 


= ecos v, sendo que 


E 
du 


Nos pontos onde v 
como segue: 


lim (cos 4 cos v; sen w cos v, -sen v) = (0,0, 1) 


x 
E para y = —S, temos 


Mi 


(COS u COS Y, sen u cos Y, sen v) = (0,0, -1). 
7 
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O campo ñi, definido por 


(cosu cos v, sent cos w senv), para y y a 


Ä, = 10, 0, 1), para v 


A 
2 

x 
0 0 ri E, 


€um campo normal unitário da esfera dada. 


Na Figura 6.37, representamos o vetor , em alguns pontos da esfera, Observamos 
“ue ele aponta para fora e que varia continuamente ao deslocar-se sobre a esfera, 


Figura 6.37 


G) Determinar um campo normal unitário do parabolóide S. dado por 


Fs (a y, onde xt + y <a, 


Solução. Um vetor normal unitário do parabolóide é dado por 


is Ad 
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nai 


2x 2 1 ) 
AAA a Al 


O campo normal unitário definido por à, está representado na Figura 6.38. Podemos 
observar que o vetor ñ, aponta para o interior do parabolóide, 


Figura 6.38 


Freqüentemente, uma superfície orientável é denominada superfície bilateral. As su- 
perfícies que usualmente encontramos no Cálculo, são todas bilaterais, No entanto, existem 
superfícies unilaterais como mostra o exemplo a seguir. 


6.6.6 Exemplo f 


A Figura 6.39, mostra a fita de Möbius, que é um exemplo clássico de superfície unilateral. 
Ela pode ser obtida a partir de um longo retângulo ABCD, onde os lados ACe BD são unidos 
de tal forma que A coincida com D e B com C. 


Figura 6.39 


Cap. 6 Integrais de superficie 329 


Podemos observar que, dado um ponto 2 da fita de Möbius, 
vetor normal unitário à. No entanto, 


retorna a P, seu sentido se inverte. 


podemos escolher im 
quando ñ se desloca continuamente sobre 4 curva Ce. 


667 Orientação de uma Superfície Suave por Partes 


` Seuma superfície suave e orientada Sé limitada por uma curva fechada simples C, podemos 
associar à orientação de S, um sentido positivo sobre C, conforme ilustra a Fig 


igura 6.40, 
e e A y 


Figura 6.40 


Usando esta convenção, podemos orientar uma superfície suave por partes, Vamos 


exemplificar, supondo que S'é formada por duas partes suaves, orientáveis, 


S, e 5, conforme 
Figura 6:41. Se C é o contorno comum de S, e $, escolhemos um vetor normal unitário de 


$, S, de tal maneira que o sentido positivo de C em relação a $, é o sentido oposto do 
sentido positivo de C com relação a $,. 


Figura 6.41 


Se a superfície S é formada 


por mais de duas partes suaves, procedemos de forma 
análoga. 3 
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6.6.8 Exemplo 


A Figura 6.42 mostra uma possível orientação da superfície S de um cubo. Com esta orien- 
tação, S é denominada superfície exterior do cubo dado, 


Figura 6.42 


6.7 EXERCÍCIOS E 
1. Determinar as curvas coordenadas das superfícies dadas, nos pontos indicados: 
a) Esfera 7(u, v) = (cos u cos v, senu Cos Y, sen y) 


0Sus2n - £ v < E noponto 


b) Parabolóide F(u, v) = (u cos w, usen v, a) 
0Svrz2,05us2% P(1,1,2). 


©) Parabolóide F(u, v) = (u, v, u? +12); P(1, 1,2). 


9) Hemisfério Fl v) (u, 9, A 10 =); él ; 


2. Parametrizar as seguintes superfícies, determinando as curvas coordenadas, nos pontos 
indicados: 


a) Paors yed t Mis 
b) Cilindro + y*=9; P(3,0,4) 

320; P(2, IS, 3). 
3. Seja S uma superfície descrita pela equação 


c) Conert +z- yt 


Fv) 


(ucos v, ZU, usen v) onde 05 u<200<v 52m. 


a) Representar Braficamente a superfície $, 
yz 


b) Encontraras curvas coordenadas no ponto (2 3 erepresentá-las gr- 
ficamente. a 


e) Determinar os vetores a Ph 
ficamente. 


Py Ep x Eme representá-los gra- 
du de 


4. Dada a superfície parametrizada 


SE (in 1) = (2cos vos v, Zen u cos y, 2sen v), onde 0 < us 


x 
0<vs-=: 
2 2 
2) Representar S graficamente. 
b) Esboçar a n-curva correspondente a y = F ea veuva correspondente o u = pa 


ar 


å dE o ar x x 
eso or do IS b 
€) Determinar os vet lores Sr Em parau = (€ v = Z representan 


do-0s no ponto correspondente sobre o gráfico de $. 


0) Determinar as equações da reta normal e do plano tangente à superfície S, no ponto 
x 
E 


x 
onden = Že y 
4 


Š. Determinar uma equação vetorial da reta normal às seguintes superficies nos pontos 


indicados, 


a Payee m, 


i P(4, 1,2) 
b) Fu, v) = (uè — 1, ucos Yusen v); P(4, 1,2) 
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6. 


c) (uv) =(= mv) P(3,2,4) 


1 
d FW =(u,v, 10); HG. 7 5 
=v); P(1,1,-2) 


D Fw (um da Pq 1, 43) 


As 2 


€) F(u, v) = (u,v, 


D Fu 9-(a » Arden o) 


3 


Escrever uma equação vetorial para a superfície dada e determinar as equações do plano 


tangente e da reta normal, nos pontos indicados: 
a) 2=38y; PAL L3)} P (1,1,3) 
b) z= +3; PO, 1,1) P/El,-1,2) 


o z= (hd E): (o, 42, 0) 


D aryee=a PÈI 5, 2); ROLD 


e) +yz =9; PL3,0,0); P,O, 3, 0); P,(0,0, 3); PI, 2,2) 

D 2+y=4; P(V2, 2, 2); P.(0,2,2). 

Determinar a equação do plano tangente à superfície S dada, no ponto indicado: 
a) Flu v) = (ucos v, usen v, 2); PC, 1,=4) i 

b) F(u, v)= ui + 9) + (u? + 2W)E; PO, 1,2). 


Encontrar a equação de uma reta que passa na origem o é normal à superficie 
x+2y+2=d, : 


Determinar um campo normal unitário do parabolóide 
F(u, v) = (ucos v, usen v, 10 É 1), 


representando-o graficamente sobre a superficie. 


10, Determinar um campo normal unitário do plano que passa nos pontos (1, 0, 0), (0, 1, 0) | 
e (0, 0, 1), usando as seguintes parametrizações: 


a) Fla, v) = (u + v) + (u = v) + k 
b) Fla, ET EDEL ETERS 


Representar geometricamente, comparando os resultados. 


6.8 ÁREA DE UMA SUPERFÍCIE 


Seja S uma superfície paramétrica suave, representada por 
Flv) = x VE + y viJ + a WE, (u, v) € R 
Na seção 6.4, definimos as curvas coordenadas de $ em um ponto P, Podemos conside- 


Farque, na u-curva Fu, v,), o parâmetro u representa o tempo. Desta forma, 2 representa 
o vetor velocidade de uma partícula que se desloca ao longo da u-curva, 


Quando u softe um acréscimo Au, a partícula move-se uma distância aproximada- 


mente igual a E Au sobre a u-curva. 
jul 


T| Av, no tempo Av, 


Analogamente, para u fixo, a partícula move-se uma distância 
a0 longo da -curva F (uy, v). 


| Av determinam um paralelogramo (ver Figura 6.43), cuja 


pr 
u 

A parte de S, correspondente ao retângulo de área AuAy em R, 6 aproximada por esse 
paralelogramo de área AS. 


Au Ay, 


Au x Es 
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6.8.1 Definição 
A área de S, denotada por a(S), é definida pela equação 


a) 


quando a integral à direita existe. 


Se $ é suave por partes, a área de S 6 definida como a soma das áreas sobre cady 
pedaço suave de S, 


6.8.2 Exemplos 


(D Determinar a área do parabolóide z = 2x4 y’), abaixo do plano z = 


Solução. Conforme Exemplo 6.2 
desse parabolóide é: 


tomando ue v como parâinetros, uma equação vetorial 


+ ER, 


Tu v) = ui tj + Mu + 
R = fu ww +y? s a) 


Usando a Definição 6.8.1, vem 


ASh = JJ, 0, du) x (0, 1, 4v) Judo 
+ 


GÐ) Determinar a área da esfera de rai 
Solução, 
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= ficam ay, D dudo 


A ¿ 
= Jf ia. k 
a 


Passando pata coordenadas polares, temos 


aS) = | | VE Tor rardo 


2, 
= Ja lE -ya 


amo É 
a SVE g 


48 
(65vês — 1) E 
=" oa unidades de área, 


o a, 


Vamos utilizara equação vetorial da esfera de raio a. determinada em 6.2.1, isto é, 


Flu, v) = ucos v cosu? + acos w senu + asen wk, 


0Osusmo-<gysl 
e ak 


Usando a Definição 6.8.1, vem 


S) = J| (atcos?y cosu, 
a 


= JJ atcos v dudo 
a 


a 
“cost senn, ulcos y senv) dudo 
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E dr 
= j J ateos v dudo 
a 


a Jasi vdv 


= 4na? unidades de área. 


(li) Seja S uma superfície representada na forma explícita por z =z(x, y). Usando xe y como 
parâmetros, escrever a integral que define a área de S. 


Solução. Usando x e y como parâmetros, podemos representar $ por 
Pl y) = aÑ j Y (x, 9) eR 
onde R € a projeção de S sobre o plano xy (ver Figura 6,44). 


Figura 6.44 


Assim, 


Logo, usando a Definição 6:8.1, ve 


(iv) Determinar a área do hemisfério de raio a, usando a representação explícita 


Temos, 


as) = J + B + E) dxdy. 


Figura 6.45 


la e 


(2) 
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Usando o resultado do exemplo anterior, vem 


ot 
= i Sd 


Passando para coordenadas polares, temos 


as) = IA reo 
e 


onde R = (tr, OIO Sr < a, OSOS 2. 


Esta integral é uma integral imprópria, que pode ser resolvida como segue: 


a(s) = lim i | dr 


= lim fare? - r? 


= lim (2ra? 


- nafa? — 1) 


= 2naº unidades de área, 
(V) Encontrar a área da superfície cônica x? = y? + z? que está entre os planos x = | e x= 4, 


Solução. Conforme vimos no Exemplo 6.2. 10(ii), uma parametrização da superfície cónica 


€ dada por 


Pa Ddr ijek der 


onde R é o anel circular no plano yz, delimitado pelas circunferências y? + 


Usando a Definição 6.8.1, temos 


aS) = Tiy LE) 


= [ros 


=) (tz) oe 


Passando para coordenadas polares, vem 
ama 
a(s) = | | JE rdrdo 


= 15V2x unidades de área, 


69 INTEGRAL DE SUPERFÍCIE DE UM CAMPO 
ESCALAR 


De certa forma, as integrais de supertície são análogas A integrais cnrvilnens, Definimos 
as integrais curvilíncas usando uma representação paramétrica de uma curva. Definiremos 
45 integrais de superfície usando uma representação paramétrica da superfície, 


6.9.1 Definição 


Seja S uma superfície suave, representada por F(u, v), (u, v) € R. Seja fum campo escalar 


definido e limitado sobre S. A integral de superfície de / sobre S, denotada por ff sas, é 
definida pela equação 


t 
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a a ar É Fary | 
Jf sas = J] nv, w Pr” uo | o 0) =f» pe de 
5 x E o b 
quando a integral dupla à direita existe. Ej =| (m7 - nj IRA 
É “2 
Se S é suave por partes, [È JAS é definida como a soma das integrais sobre cada Y|, p 
M 125 (17417 - 1) 
pedaço suave de S. a > q 
E 36 


Se S é dada na forma explícita por z = 2(x, y), então 


ES (E) (E) am |. a 


onde R é a projeção de $ sobre o plano xy. 


G) Calcular / = ff x? dS, onde S é à porção do cone z? =x? + y que está entrcos planos 
eslez=4 $ 


Solução. A Figura 6.46 mostra a superfície S e a sua projeção R sobre o plano ay. 


6.9.2 Exemplos 


(i) Calcular 4 = jf (2-2? + x7? — 1) dS, onde S é a superficie 
k h 


Fiu, v) = ui + vj + (10 +1) 


0OSus2e0svss * 


Solução. A superfície deste exemplo é a parte da frente da calha que pode ser visualizada na 
Figura 6.6 do Exemplo 6.1.3. -4 


Figura 6.46 
Usando a equação (2), temos 


1= ff zas 
5 


ATI die 
AT ds 


Usando a equação (1), temos 
I= |fe- +9? -1) ds 
s 


= Jf (0 4100 4 aw? NR dudy 
r 


ató 


: 
[wJad +1 dudo 
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Passando para coordenadas polares, vem 


me . 
L= JE | f 1% cosa drao 
ar 


a r 
= 42 | coro El do 
Ia 


P 
Aa ooo 


A 


Gi) Calcular 1 = f] (x + y + 2) d$, onde S=S/U5, éa superficie reprosentadaína Figura 


6.47. t 


Solução. A superfície $ € uma superfície suave por partes. Aplicando a Definição 6 


sobre cada parte suave, vem 


I= |jœ+y+ as 
s 


=ffaryenas. Ja yal 
s, ; 


s 


Para calcular S (x + y + z) dS usamos a equação (2). 
5 
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Figura 6.47 


Temos, 


Jjurrrod=[jery+0 VT+0 +0 dxdy 


s vo 


“ 
= f fixe y)dy 


à ¡Emo 


o b 
4 

= [Orad 
` 

= 2, 

„a Paracalcular f (x + y + z) dS não podemos usara equação (2), pois a superfície $, 


5 


Ereptesentada explicitamente como y = y(x, z). No entanto, podemos reescrever (2) como 


i fis = ll [ras va, 0, 9 p + (2) (2) dde, © ' 
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Usando (3), vem 


[fu+y+nas = [fwu+0+a FOTO dide 
E z 


O momento de inércia 1, de S em relação a um eixo L é dado por 


h, = ff 18t y, DPS 04, © 
s 


E j is ue onde B(x, y, 2) é a distância do ponto (x, y, 2) de $ até o eixo L, 
so 
4 6.10.1 Exemplos 


Portanto, /=24 + $ =32, 0) Uma lámina tem a forma da parte do plano z = y recortada pelo cilindro x? + (p= 1): = 1. 
Determinar a massa dessa lâmina se a densidade no ponto (x, y, z) é proporcional A distância. 
desse ponto ao plano xy. 


6.10 CENTRO DE MASSA E MOMENTO DE 
INÉRCIA 


Solução. A-Figura 6.48 mostra a superfície S que representa a lâmina e a sua projeção R no 
plano ay. ii 


O centro de massa e o momento de inércia de uma lámina delgada podem sor calculados 
i usando-se integrais de superfície. 


Suponhamos que $ represente a lámina e que o campo escalar f(x, y, 2) representea *? 
densidade (massa por unidade de área) no ponto (x, y, 2). Então a massa m da lâmina € dada % 


m= ff y 00: 0) 
És à 


Figura 6.48 


O centro de massa (| 2) é dado por 


Como a densidade no ponto (x, y, z) € proporcional a distância desse ponto ao plano xy, 


al ayas temos 


Rs y, 2) = kz, onde k é uma constante de proporcionalidade, 
Usando 6.10(1), vem 


+ i IAE y, DAS 


m= ff fe y as 
s 


-ljue 


z= E ffer y das. 68 
A 3 
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a gii y DET dydy Usando a equação 6.9(1), vem 
R 


= ff senv. 03. cosv dudo 

= ER |] y ado. ii j l 
r pMn 

Passando para coordenadas polares, temos sa J fsenvcosv dudo 

UN pern as 

i m= JIk] [7 send draa 1 
3o Ki 

| E proa aja 1 

| «iai le Portanto, (Ñ, 3. 2) = (o. o 2) 

1 o b 

i a a ma lâmina tem a forma de um hemisfério unitário. Encontrar o momento de inércia 

1: «82 Ísentoao dessa mina em relação a um cixo que passa pelo pólo e é perpendicular ao plano que 

fi “a l delimita o hemisfério. Considerar a densidade no ponto P da lámina proporcional a distância 

| deste ponto ao plano que delimita o hemisfério. 

E] = VZ k x unidades de massa. Solução, Pode 

E i i E — . iugão, Podemos representar lámina como mostra n Figura 6.49, Neste caso, o eix 

4 (tl) Determinar o centro de massa do hemisfério z = 1 — x? — y? com densidade passa pelo pólo e é perpendicular no plano que deli e 


F(x.y,2) = 0,3 unidades de massu/unidades de área, limita o hemisfério é o eixo dos z, 


i Solução. Vamos, neste exemplo, usar uma representação paramétrica para o hemisfério 
superior S: : Š 
Flu v) = cosu cosvi + senu cosv] +senvÉ, 0S u < 2m, 0 S v$ > 


Como a densidade é constante, podemos dizer que 


massa = área de $x densidade constante. 


Portanto, 


m=2%.. 1? , 0,3 = 0,67 unidades de massa. 


Ainda, devido à simetria de S, as coordenadas ¥ é y do centro de massa são nula. 


A densidade é f(x, y, 2) = kz, 


Falta-nos, portanto, calcular Z. Temos, 


Usando 6.10(5), vem 


= È ff as, y aas. JSE + a as, 
s i 
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8. Calcular a área da parte da esfera x? + y? + z? = 16 interior ao cilindro y? + z? = 4z, 


Passando para coordenadas polares, temos 9. Calcular a área da parte da esfera 2 + y? + 22 
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Ê onde Bia 3,0) = 2º + (ver Figura 6.49). 6 ie a tra da superfície do cone z? = 3(x? + y?) interceptado polo parabolóide + .1e 
zarty 

h Aplicando 6.9(2), temos 

Y pl r 

p 7. Determinar a área da superfície esférica x? + y? +z?=9 que está no interior do cilindro 

É H # PPI 

R: LA [y Ni ar 

! R 

į 

i 


terior ao cilindro x? + y? = 4. 


10, Calcular a área da parte do parabolóide x = y? + z? delimitada pelos planos x = 4 e 
1=9 


j lia 


, onde R = (1, 0)10<r<1 0<0<2m. 


11, Determinar a área da porção esférica x? + y? + z? = 4, cortada pela parte superior do cone 
Pra 


i; Resolvendo esta integral imprópria, obtemos 12, Determinar a área da porção do plano z = dx, cortada pelo cilindro 1º + y'= 4, 


13, Determinar a área da superfície plana x + y+ z = 8 delimitada pelo cilindro x? + y? = 4, 
14, Calcular a área da parte do parabolóide z = 4 — (x? + y?) acima do plano ay. 


à) a ER Rd dO ado ÁS AA 15, Calcular a área da parte do cone z? = x? + y? que está no interior do parabolóide 
+ 2 


222042, 


16. Determinar a área da superfície do parabolóide ¿=x"+ y* exteriorao cone z = 


há 6.11 EXERCÍCIOS y 17, Calcular a área da parte do plano 2x + 2y + z =4 compreendida no interior da superfície 
prismática 1 <Sx<2, 1 Sy $2, 


E À área da superfície plana 2x + 2y + 3z = 6, tomada no 1º octante, 
1. Calcular a área da superfície plana 2x + 2y 18. Calcular a área total da superfície cuja lateral é parte do cilindro x + y? = 4; cuja parte 


superior é uma porção do hemisfério z = 16 — x? — y? e cuja parte inferior é a 
porção do plano z = 0. 


19. Calcular a área da superfície plana y +2 = 4 recortada pelo cóne 2 = HF. 


20. Calcular a área da superfície do tetracdro cujas faces são partes dos planos ¿=0, y=0, 
x+4y+U=Be-Dr+dy+ 2-8, 


2. Calcular a área da superfície do parabolóide y = 3 — (X? + 22) interceptado pelo plano 
y=0. 


3. Encontrar a área da superfície do cilindro a? + z? =-25 limitada pelos planos a 
x=2y2=00y=3. 


0, 


4. Encontrar a área do parabolóide z = 2º + y? limitado superiormente pelo plano ¿=2. 


S. Achar a área da superfície do plano 2x + y # 2z = 16, interceptado por 21, Seja $ a face da frente do tetraedro limitado pelos planos coordenados e peló planó 


da o 


l. a, b, e > 0. Mostrar que a área de $ é dada por 


b) x=0,y=0ex+ 


16, no 1º octante, 


As = JAF + A] + Aj, ondo A, A,e A, são as áreas das outras faces do tetraedro. 
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22, Uma superfície S é representada pela equação vetorial 
Flu v) = cosvi + seni + uÑ, O $ u < 4, O < v £ 2n 
a) Mostrar que $ é uma parte de uma superfície de revolução. 
b) Determinar a área de S. 
23, Dada a equação vetorial F(u, y) = (ucos y, usen wie): 
a) eliminar os parâmetros u e v determinando a equação cartesiana da superfície; 
b) fazer um esboço e indicar o significado. geométrico dos parâmetros ue v; 
©) determinar a área da parte da superfície que está entre os planos z = O e 2 = 4, 
24, Mostrar que: 
3) Se Sé uma superfície dada na forma explícita pela equação y 


Il HS = 1 Je yw Dai EN Y dude, 


onde R é a projeção de $ sobre o plano xz, 


(x, 2), então 


b) Se Sé dada por x =x(y, z), então 


Jas = [seo ano fio (E 


onde R' £a projeção de $ sobre o plano ye. 


25. Calcular f] (x + y +2) d$, onde: 


s 
3) Sa face superior do cubo 0S x$ 1,0SyS1,05251. 
b) Sa face da frente do cubo do item (a). : 
26. Calcular Jj a(é + y?) dS, onde S é o hemisfério da frente da esfera xº + yrd=9 
s 


27. Calcular ff x*2ds, onde S € a superficie cilíndrica x? + y'= 1,0251. 
s 
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28. Calcular fÈ (x + 2) dS, onde 5 6 a superfície plana 2x + 2) + 2 = 6, tomada no le 
s 
octante. 


29, Calcular fÈ xyz dS, sendo Sa superfície plana 3x4 2y+2z= 12, delimitada pelos planos 
s 


y=0,y=2, x=Lex=0. 


30, Calcular ff (x? + y?) dS, onde Sé a superficie esférica x? « Pers, 
s 


31, Calcular [[ x? +37 as, onde $ é a superfície lateral do cone 
s 


z = 
477 "h0s:sI6 


32, Calcular ff xz dS, sendo Sa parte da superfície y = delimitada pelos planos z = 0, 
s 
t=d,x=0,ex=2 


33, Calcular [| 2z d5, sendo S a parte do parabolóide z = + y: 2 abaixo do plaro ay, 


34, Calcular | xd, sendo S a superfície plana z- x = 2 recortada pela esfera 
s 
DEEE EEA 


35, Calcular Jf y dS, sendo $ a parte do plano x 


s 
€ pelo plano ¿=4, 


36. Calcular 4 = ff Las, onde a superficie 
; 


Flu, C++ W+DEISusZe-lI<vcL 
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37. Uma lámina tem a forma da superfície lateral do cone 2º = 4(xº +. y),05252, Calcular 
a massa da lâmina se a densidade no ponto (x, y, 2) é proporcional a distância desse 
ponto ao eixo dos z. 


38. Uma lâmina tem a forma da superfície do cone z? = 3(x* + y? limitado porz = 0 é 
23, Determinar o momento de inércia da lâmina em relação ao eixo z se a densidade 
ES nd=1, 


39. Uma lâmina tem a forma da parte do plano z = 2y + 1 recortada pelo cilindro 
+2) =4, Determinar a massa dessa lâmina se a densidade no ponto (x, 
proporcional a distância desse ponto ao plano xy. 


ye 


40, Calcular o centro de massa da parte da superfície esférica x? + y*+ z? = 16, que está 
* abaixo do plano z = 2e acima do plano xy, supondo a densidade constante. 


41 


Uma superfície $ é representada pela equação vetorial 
Flu v) = (4cos u, dsenu, 4v), O S US 2H, 0SVL 


a) Determinar a equação cartesiana de S. 


b) Desenhar sobre a superfície S as curvas coordenadas obtidas fixando u = 5 e 
v= 1, respectivamente, 


c) Determinar o vetor É x x no ponto onde u = = e = 1, representando-o no 
W” av f 


correspondente ponto P de $. 


d) Supondo que uma lâmina de densidade constante é representada por 7(u, v), deter: 
minar o momento de inércia da lâmina em relação ao eixo 2, 


42, Uma lámina esférica é representada pela equação vetorial 

x 
z 
a) Supondo a = 4, representar sobre a esfera as curvas coordenadas obtidas fixando 


Fin, v) = (acós u cosv, asenu cosv, asenv) O <i $ 2r e =Š < v < 


= ev= respectivamente. 


b) Determinar os vetores tangentes E( 
sobre a esfera. 


E A z), representando-os 


4 


a o 
> Ed: A Z) épresentando o nocomspondent ponto p, 


€) Determinar o vetor 


d) Supondo que a densidade da esfera é constante, calcular o momento de inércia da 
esfera com relação ao eixo y. 


6.12 INTEGRAL DE SUPERFÍCIE DE UM CAMPO 
VETORIAL 


No Capítulo V, vimos que a integral curvilínca de um campo vetorial depende do sentido de 
percurso sobre C, isto é, depende da orientação da curva. Analogamente, veremos que a 
integral da superfície de um campo vetorial dependerá do lado da superficie escolhido para 
A integração. Todas as superfícies consideradas serão superfícies orientáveis. 


6.12.1 Definição 


Sejam S uma superfície suave, representada por 
Flv) = atum WE ya, vJ + atu, 0, (a W) E Rei (1, v) um vetor unitá- 
rio, normal a S. Seja f um campo vetorial definido sobre S. A integral de superfície de F 


sobre S, denotada por ff 7. 7d, é definida pela equação 
s 


ff Pias = Jf FE v). ñun vy 0) 
s a 


k 
quando a integral A direita existe, 


Se a superfície $ é suave por partes, a integral é definida como a soma das integrais 
sobre cada pedaço suave de S. 


6.12.2 Cálculo da Integral f| 7. ñ as 
s 


Seja ñ o vetor normal unitário de'S, dado por 
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Podemos ter à = ñ ou ii = ñ, Portanto, substituindo em (1), vem 


du dy, 


JJF. ñas =t ff FG, w. (z x So) udv o 
à É 


Teremos o sinal positivo em frente à integral dupla, quando o lado de S escolhido para 
a integração for o lado do qual emana o vetor normal unitário à. Em caso contrário, tere. 
mos o sinal negativo em frente à integral dupla. 


6.12.3 Exemplos 


() Calcular f 7. ñ dS, sendo F = xi + y] + zÑ e Sa superfície exterior da esfera re- 


Ë 
presentada por 
m x a 
Flu, v) = (acos u cos v, asen u cos v, asen v), O S u $ er a 2 Svs y 
a o 
Solução. No Exemplo 646.5 (calculamos Z x ŽE, obtendo 
DES 


CRIAS 
r eos 


asen u cos", a'sen v cos v), 


Vimos também que este vetor aponta para o exterior da èsfera (ver Figura 6.37). 


Como o lado escolhido para a integração é o lado exteriór de S, teremos o sinal (4) em 
frente à integral dupla. : 


Usando a equação (2), vem 


SF. ias = ff tacos u cos v, asen u cos v, asen v) . 
s a 


(afcos u cos? v, a?sen u cos?y, a?sen v cos v) dudo 


= J| (acos? u cos» + a’sen? u cos? y + asen? v cos v) dudv 
G 


= |] f (acos? v + a?sen? v cos v) dudv 
x 


= JJ cos v dudo 
R 


= a’ [eos v dwu 
vt 
= que. 
(00 Seja S u superficie exterior do parabolóide F(x, y) = (x, y, x? + y?), (x, y) € R, 
onde R = flx, [nº y < 4). Determinar f] 7 . ñ dS , sendo f o campo vetorial 
dado por = (3x, 3y, = 32) a 


Solução. No Exemplo 6.6.5 (ii), vimos que o vetor normal unitário 


ar 


aponta para o interior do parabolóide dado (ver Figura 6.38). Como o lado escolhido part a 
imegração é o lado exterior de S, teremos o sinal (-) em frente à integral dupla. 


H = (-2x, - 2), 1), usando a equação (2), vem 
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. Estas integrais lembram a fórmula de mudança de variáveis para integras duplas e 
e A + y?)). (2x, - 2y, Deo Pl 
JJF. ñas = -ff (3% 39 = 3? + y). Pi a sugerem a notação tradicional. 
A x 
= -J (6r? = 69? = 34? - 37") duty JJF. ñas =f] Ch die + fy dede + fy aia), (6) 
A s s 


=9 ff (a + y) ax. 


“6.125 Interpretação Física da Integral i f.ids 1 
Passando para coordenadas polares, temos j 


a Consideremos um fluido em movimento em um domínio D do espaço. Sejam 7 (x, y, 2) o 
f.úds=9 j P dôdr vetor velocidade do fluido no ponto (x, y, 2) e p(x, y, 2) a sua densidade. Seja f o campo 

[i Ê o E vetorial dado por 

é a Tn d=pm nd Tn. 


O vetor Ī tem a mesma direção da velocidade e seu comprimento tem dimensões 
massa distáncia massa 


unid, vol. unid. tempo — (unid, área) (unid, tempo) ` 


Assim, podemos dizer que F representa a quantidade de massa de fluido, por unidade 
de área e por unidade de tempo, que escon na direção de 7, em um ponto qualquer (x, 7, z) e D. 


8.12.4 A Notação [| (S, dyd + $, ded + fy dxdy) 
s 


Se a superfície S é representada por Flu, v) = x(u, VÍ + ytu, v) + ztu, WI, (u, v) € R, 


overor DÊ s IÈ poda ser escrito sa forma Sejam S: F(u, v), (u, v) e R, uma superfície paramétrica suave, contida em D e à um 
Bco ; vetor unitário, normal a S. A componente de F na direção de à (ver Figura 6.50), 
E TES 


y) 


du v T aun v) 0) a v) 


é dada por 


lffeos ex = [7] ticos o 
Assim, se o campo vetorial f é dado por aii 
Ī = fË + hj + fÑ ¡usando a equação (2), podemos escrever 


JJF ids = tff nú v) z > a 
E a. 


¿dudv + 


da, p 
du, v) 


facu vo dudo + 
A 


E XD a 
Jaca. Sara dido 
a 


Figura 6.50 


358 CéleuloC Cop. 6 


Portanto, se dS é o elemento de área de superfície de S, o produto (7 . i)dS represen- 
ta o volume de um prisma cuja área da base é «Se cuja altura € a componente de Fm 
direção de ñ . Podemos, então, dizer que (F „ HAS nos dá a quantidade de massa de fluido 


que atravessa dS, na direção de ii, em uma unidade de tempo, 


A quantidade total de massa de fluido que atravessa a superfície 
uma unidade de tempo, será dada por 


a direção de ñ, em 


b= ff? ñas |, (4 
s E 


e é chamada fluxo do campo vetorial F, através da superfície $. 


6.12.6 Exemplos 


(() Um fluido de densidade constante, com velocidade Ÿ = (-2x, -2y, 2), escoa através da 
superfície S, dada por F(u, v) = (ucos v, usen v,w-1),0 Su < 4, O < v < 2x, na dire- 
NE 

d RELA 

São do vetor S- x So 


Determinar a massa de fluido que atravessa S em uma unidade de tempo. 


Solução. Devemos calcular 
$= Jj F. ñas, 
s 


onde f = py(-2x, — 2y, 2), sendo Pa Uma constante, 


ar ar 


Como queremos o fluxo na direção de da * hy + "temo o sinal (4) em frente a 


integral dupla. a 


Como 


cosv seny Qu 
-usenv cos» O 


= (-Ucos v, 2 sen v, u), 
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usando a equação (2), vem 


4=JfZ.ias 
s 
= +J) pa(-2ucos n, ~ usem 1º 1). 
x 


(arcos v, — 2u?sen y, u) dudo 
ES 
= Pf J (teos? + ausenty + 1º — u) dudu 
oo 
= 624x Py unidades de fluxo. 


(ii) Sejam S a superfície plana limitada pelo triângulo de vértices (4, 0, 0), (0, 4,0) e 
(0,0, 4) 7 um vetor unitário, normal a S, com componente 


= não-negativa, Usando a 
representação vetorial de $ dada por 


F(u, v) 


t + 2v, u= 2v, 4 — 2u), 


determinar o fluxo do campo vetorial EREET ET 


godesi, + Através da superfície S, na dire- 
à. 


Solução. A Figura 6.51 mostra a superficie Se o vetor à. 


Usando a representação vetorial dada, temos 


Figura 6.51 
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Como o vetor normal unitário escolhido para integração tem componente z não-nega- Temos, então, 


nd rei 


tiva e a componente z do vetor z x z é negativa, teremos o sinal negativo em frente à silo 2 
u “dy j 
integral dupl: El i 
TORON ES = 32 unidades de fluxo. d 
Usando a equação (2), vem - j 


(i) Seja S uma superfície suave representada na forma explícita por z =z(x, y). Usandoxe Í 
o= JJF. ñas y como parâmetros, determinar uma equação para calcular JJF. ñas. 
s 


É 
Solução. Usando x e y como parâmetros, podemos representar S por 


= =f] tu 2 u = 2v. 420.4, =A, — 4) dudo 


R 


-Jj [= 4u + 2v) — Alu — 2v) — 4(4 — 20) dudv 
(3 


Plx, y) = air] + ala, pk, (x, y) € R, 
onde R é a projeção de S sobre o plano xy. 


Analisando o vetor 
= 16 |) dudo EMEA wp k,g 
r delay Ta a 
= 16 Ap 


z vemos que ele tem componente z positiva, 
Para determinar a região R, devemos resolver o sistema de inequações 


Portanto, se ii é um vetor unitário, normal a $, com componente z positiva, usando a 


0Su+2vS4 equação (2), temos a 
Osu-ws4 P Ho E ar ar 

; - ¡ds = A erat 
0s4-205 4. i di jaa i & èy, jas 


? vid ricamente (ver Figura 6.52). 
Este sistema pode ser resolvido geometricar a J ori à dia pa 
s g e > 

+ fl y, ala, Y) lady, 


Se a componente z do vetor ii for negativa, teremos o sinal (-) em frente à integral 
dupla. n 


Portanto, simplificando a notação, podemos escrever 


es aas Ps 5) awy - 9 
s É : 


Figura 6.52 
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sá 


(Iv) Resolver o exemplo (ii), usando a forma explícita z= 4 - x- y, 


Solução. Como o vetor ii, dado no exemplo (ii), tem componente z positiva, usando a 
equação (5), temos 


JJF. ñas = [ten - yen + 4 - x y] deáy 
5 a 
= ff 4 axay 
x 
= 4hr 


Neste caso, a região R é a projeção de S sobre o plano xy, que pode ser vista na Figura 
6.53, Portanto, 


= 32 unidades de fluxo. 


Figur 


(9) Seja Sa parte do cone z= (1º + )'º, delimitada pelo cilindro «º 
apontando para fora, Calcular 


« com a normal 


JJ (2 dye + 5 dear + 3 dy) 


s 


Solução. Na Figura 6.54 (a), representamos a superfície $ e a normal dada, em alguns + 
pontos de S. A Figura 6.54 (b), mostra a região R, que é a projeção de S sobre o plano ay. 
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Figura 6.54 


Observando a Figura 6.54 (a), vemos ñ 
54 (a), vemos que o vetor normal ii tem cor i- 
va, Portanto, usando a equação (5), temos iii 


JJF. ñas = Sic aver + sis + 3 atray) 
É s 


Srsen O 


43) raro 


et 


; 
| Jim f (20050 ~ 5sen 0 4 sm] do 
i 


i 
= -7 Í (20080 — Ssen 0 + 3) do 


plo não é suave na região de integração, 


presenta problemas na origem. No entanto, foi possível calcular a integral dada, 


[i 
Cálculo Cap. 6 Integrais de superficie 
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r 
i através de uma integral imprópria. Sempre que a superfície apresenta problemas em um cassim, pela Definição 6.9.1, temos . 
, ponto, podemos adotar este procedimento. Neste caso, a integral de superfície existe quando (rus 
F a integral imprópria converge. | 


s 


(Yi) Sejam S uma superfície paramétrica suave, representada por Fu, Y), (4, V) € Re 
ñi = ñi(u, v) um vetor unitário, normal a $, Se F é um campo vetorial contínuo definido 
sobre S e Té a componente de F na direção de ii, mostrar que 


Ta [rss 


s 


Este resultado nos permite fazer uma análise da integ 
vetorial em diversas situações práticas, como segue: 


ral de superfície de um campo 


a) Se em cada ponto da superfície S, o campo vetorial F for perpendicular ao vetor ñi, a 
integral de F sobre S será nula. Em particular, se F representa a densidade de fluxo de 


um fluido em movimento, será nulo o fluxo através da superfície $. 
Solução. Pela Definição 6.12.1, temos 


$57. Ras = |] Fm, v) im, o 
s r 


A componente de f na direção de ñ é dada por 


b) Seo ângulo entre F c ñ for agudo, a componente de / na direção de ñi será positiva e 


desta forma, teremos um fluxo positivo através de S. 
dudv. 


©) Seo ângulo entre F e à for obtuso, a componente de 7 na direção de ñ seré negativa. 
Neste caso, teremos um fluxo negativo através de S. Na prática, isto significa que o 
fluido estará atravessando a superfície S no sentido contrário ao do vetor à. 
T = 'Ī cosa, A Figura 6.56 esquematiza as três situações descritas. 


AS 


den 


onde a € o ángulo entre F e ñ (ver Figura 6.55). 


1 Como ii é unitário, temos 


Figura 6.56 


(vil) Determinar o fluxo do campo vetorial 7 = (x; y, 0) através da. superfície exterior do 
sólido x + y!S9,05254, 


Solução. Como a superficie dada é formada por 3 partes suaves S, S, e S, (ver Figura 6.57); 
temos 


Figura 6.55 


Portanto, O= [f7 ñas+ JJ 7.505 + [[ 7.55 
S & 


s 


JJF. ñas = ff Tes » E x z dudy, 
s x 
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x =0+0+72x 
f = 72 unidades de fluxo, 


613 EXERCÍCIOS i 


1. Provar que 


Figura 6.57 


Para as superficies S, e Sp temos ñ = É e ii + respectivamente. Como 
Ī = (x, y. 0), emambos os casos, a componente de J na direção de ñ é nula. Portanto, 
usando o exemplo anterior, concluímos que 


J| F ñas = [f7. ñas = 0 
S 5 
Para calcular f F. ñ dS, precisamos de uma paramerrização de 5, Conforme vimos 
5 
em 623, S, pode ser representada por F(u, v) = (3cos i, 3sen n. v), onde US u 42xe 
osvsa. 


Como É x z = (3cos u, 3sen 1, 0), usando a equação (2), temos 
du ðv 


JJF. ñas = ff Geos w, 3sen u, 0) . (Beos 4, 3sen 4, 0) dudv 
a 


s 
ma 

= | f Ncostu + sen?u) dudo 
so 


= Tr. 


0=[fFnasef7.naseJf7.ias 


S S 5 


a) Se a superfície $ é dada na forma explícita por y = y(x, z), (x, z) € R', onde R' éa 
Projeção de $ sobre o plano xz e ñ denota a normal unitária de $ com componente y 
não-negativa, obtemos: 


JJF- ñas = J| A dyde + y cede + $, day 
5 E 


Mende en nã) am 


b) De maneira análoga, se Sé dada por x = a(y, 2). (9,2) € K", onde R” éa projeção de 
$ sobre o plano yz e 7 denota a normal unitária de S com componente x não-tegati- 
va, temos: 


fi. ñas = J] sue + fudeds + fray 
$ 5 


(anna 


* Seja Ta superfície exterior do tetraedro limitado pelos planos coordenados e o plano 


x+y+2=4, Calcular 


1 = Í] Oz dydz + xz dede + xy de), 


onde: 
a) Séa face da frente de 7; 


b) Sa face de 7 que está no plano az; 
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e) Sé a face de T que está no plano yz; 
d) Sé a face de T que está no plano xy; 
e) Some os resultados dos itens a, b, c e d. Interprete fisicamente. 


3, Um fluido tem vetor densidade de fluxo F = af — (2x + y)j + E. Seja So hemisfério 
x+y’ += 4,2206 ii anormal que aponta para fora, Calcular a massa de fluido que 
atravessa $ na direção de ñ em uma unidade de tempo. 


4, Calcular f] F . ias. sendo F = yí - aj e Sa parte daesfera x? +y? += 
s 
octante com a normal apontando para fora. 


5. Calcular [7 . ĀdS, sendo f + yj + 2Ñ, $a parte do plano 2x + 3y + de= 


cortada pelos planos x = 0, y = 0, x = 1 e y =2, ei a normal com componente z 
não-negativa. 


6. Calcular 1 = ff x? dyde + y? dzdx + 2d, onde S éa superfície exterior da semi- 
s 


esfera +y +2? =a 2O. 


7. Calcular ff x dydz + y dedx + z dudy, onde S é a superfície exterior do cilindro 
e 4 
Persai 


itada pelos planos y=- 4 0 y= 4. 
Nos exercícios de 8 a 11 calcular a integral de superfície dada. 


af x dydz +.2y dzdx + 3z dxdy, onde S éa superfície, plana delimitada pelo triângulo 
de vértices (3, 0, 0), (0, 2,.0) e (0, 0, 3) e a normal afasta i-se da origem. 
9. J] die + dedx + dxdy, onde Sé a superíício exterior do cone z = x? +)? delimi- 


s 
tado pelos planos 2=1 e z = 4. 


10. |] x?dyde + y dede + 2 dvdy, onde Sé a siperfício plana x + y=2, delimitada pelos 
s 
planos coordenados e pelo plano z = 4 e a normal se afasta da origem. 


1 IEA + y dedx + z dxdy, onde S é a superfície plana x = u + v 
s e 
2u, tomada no 1% octante e a normal afasta-se da origem. 


-wa= io 


12. Calcular 1 = [| F. id, sendo F = af + 2] + 3É eSa superfície exterior da esfe- 
s 
cm Plu V) = (Zoos ucos v, 2sen u cosy, 2sen v) 0 < u $ 2 0 Es y sas 
13, Seja Sa superficie plana limitada pelo triângulo de vértices (2, 0, 0), (0, 2, 0) e (0, 0, 2) 
e Ñ um vetor unitário normal a $, com componente z não negativa, Detecminaro fluxo 
do campo vetorial f = y? + af + 2£, através da superfície S, na direção de à. 


14, Determinar o fluxo do campo vetorial 
sólido +y? S 16,05254, 


O, 2x, 2y) através da superfície exterior do 


15, Calcular / = ff 7. ñ d5, sendo = (x + + yf +2E esa superfície exterior 
s 


— dez=y*+ 1 delimitada porx=0,x=1ez=17, 


16, Determinar o fluxo do campo vetorial F = (2x, 2y, 22), através da superfície esférica 
X +y’ 42 = a? interior ao cone = yx? + y? com normal exterior. 

17. Sejam S, a superfície paraméttica dada por 
Ru v) = (u, v, dal + y) ul + 1% S 36 € 5, a superficie dada por 
Bu = (u v = A Cut + vs 36, 
a) Calcular o fluxo do campo vetorial F = (x, y, 2) através de S, na direção do vetor 

normal unitário exterior a S, 

b) Calcularo fluxo de É através de S, na direção do vetor normal unitário exterior de S,. 
€) Comentar os resultados obtidos em (a) e (b), interpretando fisicamente. 
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18. Calcular /, = 7. ñ, dS, onde ñ, é o vetor normal unitário superior de S e 
s 


h= f? ñ, dS, onde Fiy é o vetor normal unitário inferior de S, sendo 
s 


Ī = xÏ + yj + zÑ e Sa parte do plano 3x + 2y + z = 12 cortada pelos planos x = 0, 
y=0x=ley=2 
Por que o resultado de |, é negativo? 
19. Seja S a superfície paramétrica dada por 
Fun w) = (m v, Vi + 7), comu? +y? 5 36, 
i a or 
a) Determinar o vetor normal SX x S£ no ponto PG, 4,5). 
TE 
b) Calcular o fluxo através de $, do campo vetorial F 
w, 
PET 
€) Como se explica o sinal negativo que ocorreu em (b)? 


(x, y, =2), na direção do vetor 


20. Calcular 4 = fÈ 7 . 7,8, onde à, é o vetor normal unitário superior de $e 
s 


AS, onde ñ, é o vetor normal inferior de$, sendo 


27 + 5) + 3È eS a parte do cone z = (x + y)'* interior ao cilindro xè + y? = 1. 
Por que o resultado de /, é positivo? 


21, Seja Ta região limitada pelos gráficos dex? + y? =4,2=0 e ¿=3, Seja Sa superfície de 


T, com normal exterior. Calcular ff F, à dS, sendo F = (1,3%, 2). 
de É 


6.14 TEOREMA DE STOKES 


No Capítulo V, vimos que sob certas condições, uma integral curvilínca no plano pode er , 
transformada em uma integral dupla, pelo Teorema de Green. 
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O Teorema de Stokes constitui uma generalização do Teore: 
tridimensional e pode ser utilizado para transformar determi 
integrais de superfície ou vice-versa. 


made Green para o espaço 
inadas integrais curvilíneas em 


Além disso, ele é de grande importância em aplicações físicas. 


6.14.1 Teorema 


Seja Suma superfície orientável, suave por partes, delimitada por uma curva fechada, sim- 
ples, suave por partes, C. Então, se $ é um campo vetorial contínuo, 


com derivadas parciais 
de 1t ordem continuas ein um domínio que contém $ LJ C, temos 


, a) 


onde a integração ao longo de C é efetuada no sentido 


positivo determinado pela orientação 
de $, como mostra a Figura 6.58, 


Figura 6.58 


Se o campo $ tem componentes g,, g, e g, (1) pode ser reescrita como 


ò, dg, 
see + Bady + gyde) = és te + 


CN de _ dg, 
6 dr cr + (a e du) [0] 


Prova Parcial. Vamos fazer a demonstração para uma superfície S parametrizada por 
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Fu, v) = xl, Wi + yla, v)J + z(u, ER, Seja (O) = (40), v(e), £ € [a, b] uma parametrização de C, Então, 


| supondo que as derivadas parciais de 2: ordem de 7 são continuas c R é uma região onde 
podemos aplicar o Teorema de Green. O vetor ii considerado será o vetor 


Fluid, Ud, 1 € la, b] 
é uma parametrização da curva C. 


| . ar Portanto, escrevendo u = u(i), v = v(0), temos 
Ta 
1 a fade Í atra, E q, 
4 Para obtermos (2), basta mostrar que 
| Usando a regra da cadeia, vem 
de, EM 

gude = (9 dedy - Si dx), B + 

i $ Y i ay fada = | gt, v) 
E c A 

i dg; E hi b 
| $e = (Er ante + 282 dxdy), (4 E hs Em dx) (di 
! f Me E - [ac DE nu wz). (5 
1 e $7 . dí, onde F 
| n ' > =f. dr, é o campo vetorial dado por 
| $ dba ie dde- W ao), o a 
i . Ta ES 
| aa: i J= (e DI ST D 


Seja C, a curva que delimita a região R, Suponhamos que C, é orientada no sentido 
anti-horário e queo sentido positivo sobre C, determinado pela orientação de S, corresponde 
1 ao sentido positivo de C, (ver Figura 6.59). 


| Ie 


Aplicando o Teorema de Green, obtemos 
fase 5 [sr mn] - A [esc v E] aa 


Como F(u, v) tem derivadas parciais de 2 ordem contínuas, a integral à direita existe. 


Desenvolvendo as derivadas parciais do integrando com o auxílio da regra da cadeia, 


temos 
fome à ME [scu v) aj- lacra, v) 2) dudv 


Ib [esca V), YU, Y), ztu, v)) 


d na 


Figura 6.59 
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[nea Y) Y, V), 2, mE dudv 


a Pe 
= ff aia Do yl, li, e + 
a 


Es EM 
e de, dm dy, dm E: Eua 
du 


+% dr, dy da dede — glali, v), yin, v), e, vi) S 


dx de dy dv az d 


Aplicando o Teorema de Schwarz e agrupando convenientemente, vem 


de (d drd AY A (ay dr y a 
a E (a + S 5)" E a E 


- [e dee de du 


dud 
de Mu v) dy m 2] a 


-I dote 2 day) 


De forma análoga, podemos provar as equações (4) e (5). 


Observamos que a demonstração do Teorema de Stokes ho caso geral basta ato 
rada e foge aos objetivos deste texto. 


6.14.2 Exemplos 


(1) Usando o Teorema de Stokes, calcular 7 = j (pdx + Pay + ade), onde C é o contomo 
c a 
da parte do plano x + y + z = a, a > 0, que está no 1º octante, no sentido anti-horário. 


Solução. Figura 6.60 mostra o caminho C de integração. Como C é formado por partes 
suaves, para obtermos a integral dada usando a Definição 5.3.3, devemos calcular trés 
integrais curvilíncas. Pelo Teorema de Stokes, podemos transformá-la em uma única integral + 
de superfície. 
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Vamos escolher uma superfície $ que seja delimitada pela curva C e orientar S de 
forma a ser possível a aplicação do Teorema. 


Como a curva dada é plana, escolhemos para S o próprio plano que contém a curva. 
Em nosso exemplo, o vetor Ñ será o vetor normal superior de $ (ver Figura 6,60). 


Usando a equação (2), obtemos 


1 = [| l- 2zdydz — 2xdedx — 2ydxdy). j 
s 


Para calcular esta integral de superficie, vamos usar a forma explícita e aplicar a 
equação 6.12(5). Temos, 


= JJ Hera = x = em - cane = 2y) didy 
a 


= -2a Í als, onde R é a projeção de $ sobre o plano xy (ver Figura 


Figura 6,60 


Figura 6.61 


(i) Seja S'a parte do gráfico dez =9— x? - yè, ¿2 0 com normal exterior. Determinar ' 
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SJ otg- ñ dS, sendo E = (32, 4x, 29). 
) ; 


Solução. A Figura 6.62 mostra a superfície S e a curva C que delimita $. Como a normal 
considerada é a normal exterior, podemos observar que a curva C deve ser orientada no 
sentido anti-horário, 


Figura 6.62 


Usando a representação vetorial de C dada por 
FU) = (3cos 1, 3sent, 0), O < 1 S 2x,e aplicando (1), obtemos 


ironias 


à 
= | (30, 43c0s1, 23sen 1) (-3sen 1, 3cos 1, 0) dt 
y f 


a 
= | 3600s? de 
o 


«36 (E+ Los) a 
A 2 2 


= 36m. 
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(il) Sejam S, a superfície parabólica z = 1" +,0 S ¿54 com normal exteriore $, a parte 
do plano z = 4 delimitada pelo cilindro x? + y? = 4, com normal inferior, Mostrar que 


ffos. ñas = ff rot 3. ñas, 
5 % 
sendo ¿ um campo vetorial com derivadas parciais de 1º ordem contínuas. 
Solução. A Figura 6.63 mostra as superfícies S, e S, Podemos observar que as duas superfí- 


cies são delimitadas pela mesma curva Ce que, para aplicar o Teorema de Stokes, em ambos 
os casos, C deve ser orientada no sentido horário. 


Figura 6.63 


Portanto, usando a equação (1), obtemos 


concluindo, dessa forma, que 


foz. ĀdS = |f rot g . ñas. 
S % 


An 
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Este resultado pode ser generalizado. Se ¿ é um campo vetorial contínuo com deriva- 
das parciais do 1º ordem contínuas, a integral de superfície do rotacional de Z depende 
apenas da curva que delimita a superfície. Isto é, se $, e S, são delimitadas pela mesma 
curva Ce determinam a mesma orientação em C (ver Figura 6.64), temos 


ffrog. aas = ff rot g ñas. 
s s 


m 


Figura 6.64 


QY) Calcular 1 = | (sen z dy — cos x dy + sen z dz), onde C é o perímetro do retângulo 
ES 
0Sx<m 05 y<1l, z = 3 nosentido horário. 


Solução. A curva C, que é formada por quatro pedaços suaves, pude ser vista na Figura 
6.65, Neste exemplo, a superfície $ é dada na forma explícita pela equação z= 3. o vetor Ñ 
tem componente z negativa. A projeção de S sobre o planó xy é o retângulo 0 < x Sm, 
osy. 


Figura 6.65 


Portanto, usando (2) e a equação 6.12(5), temos 


I= fjr = 0) dyd + (cos z — 0) dedx + (sen x — 0) dxdy} 
s 
= f] (cos ¿.dedx + sen x ddy) 
s 


= -ff (-0.0 = cos z. 0 + sen x) dsdy 
fá 


An 
=| f sen x dyte 
3e 
= -2 
(v) Uma interpretação física do rotacional. 


Se 7 é um campo de velocidades de um fluido em movimento, usando o Teorema de 
Stokes, podemos obter uma interpretação física para o rotacional de Y. 


Dado um ponto P no domínio de 7, sejam S, a superfície de um disco de raio r, centrado 

em Pe C, a circunferência que delimita este disco. Escolhemos um vetor unitário, normal a 

, e determinamos a correspondente orientação de C, (ver Figura 6.66). Então, supondo que 
satisfaz as hipóteses do Teorema de Stokes, temos 


(6) 


Figura 6.66 


Conforme vimos em 5.3.5 (ii), integral curvilínea $ 7. dF nos dá a circulação de Y 
a 
10 redor de C,, a qual representa a tendência do fluido em girar em tomo de C.. 
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Para r suficientemente pequeno, podemos dizer que $5 . dë descreve o comporta- 
e 
mento do fluido nas proximidades de P, fornecendo uma medida da tendência do fluido em 


* girar em tomo do eixo determinado por ii, Por outro lado, nos pontos de S, podemos 


aproximar rot Ÿ . ñ pelo valor constante rot W(P).. i. Então, se representamos por À, a área 
do disco S,, a integral do segundo membro de (6) é aproximadamente dada por 


Srs. ñas = Ara ve a. 
s 
Substituindo este valor em (6), obtemos 


$5 . dí = Arot WP). ñ) M 


G 


A expressão (7) nos diz que a circulação em torno de C, será maior quando o vetor ñ 
tivera mesma direção do vetor rot (P). Podemos então dizer que rot Ÿ (P) determina o eixo 
em tomo do qual a circulação é máxima nas proximidades do ponto P. Em Dinâmica dos 
Fluidos, o vetor rot Ÿ é chamado vórtice do escoamento. 


Usando a equação (7), também podemos dar uma definição alternativa do rotacional 

de um campo vetorial F , como segue: 

E rms Me E 
wt Ñ. ñ = lim A (5) 
mo A, 
< 

A equação (8) define a componente de rot f na direção de um vetor ñ perpendicular 
ao disco 5,. Se tomamos, sucessivamente, o disco S, contido em cada um dos planos 


coordenados, com uma orientação conveniente, obtemos as componentes do rot Ê nas 
direções 7, J e É, isto é, obtemos as componentes carte 


Fisicamente, esta definição nos diz que a componente de rot f em uma dada dire- 
são 7 é a densidade de circulação (circulação por unidade de área) de F em torno de ii. 


6.15 TEOREMA DA DIVERGÊNCIA 


O teorema da divergência expressa uma relação entre uma integral tripla sobre um sólido e 
uma integral de superfície sobre a fronteira desse sólido, 


Este teorema também é conhecido como Teorema de Gauss é de grande importância 
em aplicações físicas. 


6.15.1 Teorema 


Seja T um sólido no espaço, limitado por uma superfície orientável S. Se ñ é a normal 
unitária exterior a Se se F(x, y, 2) =f(x, y, DË +£053,07 + f(x, y DÉ é uma função 
vetorial contínua que possui derivadas parciais de 1º ordem contínuas em um domínio. que 
contém 7. então 


J7. ñdS = jar a 


E 
test + st = [Jf [ER 


Prova Parcial, Para mostrar (2), basta mostrar as três equações: 


[fine = mi dE duiae fo) 
sr = 0 nó o 
J fiddy = | as (5) 


Vamos provar a equação (5). 
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Suponhamos que o sólido 76 um conjunto de pontos (x, y, z) que satisfazem a relação 
80%, 3) SE S/C, y), para (x, y) e R, onde Réa projeção de T'sobre o plano xy, limitada por 
uma curva suave fechada simples C. 


As funções fe g são contínuas em R com Elx, y) S f(x, y) para cada ponto (x, Der 
(ver Figura 6.67). 


Figura 6.67 


Então a superfície $ é composta por três partes: 

Sp 
Sjz=f9) AER h 
Si 8,9) SSS e C 


Podemos dizer que S, éa "base" do sólido, S, é a "tampa" e S,, a “parte lateral", Pode 
correr que S, degenere em uma curva, por exemplo, se $ é úma esfera. 


=gh DER 


Analisando a integral tripla de (5), temos 5 


Jij X aside = ofr a] dydy 
7 


R Lean. 


Yo.» 
= Jima] ay 
r leta, x) 


= [UG 10-46 9 st a O 
i 


Analisando a integral de superfície de (5), temos 


J) sacas = J| risas + J| Asay +f sax. 
s 5 s 


ES 


A integral Jj Jydxdy é nula pois sobre S, a normal ñ é paralela ao plano xye o campo 
5 
vetorial (0. 0,1) é perpendicular a ñ (ver 6.12.6, Exemplo vi(a). 


Logo, 
tt =] ar ot 
s % s 


Sobre S, a normal tema componente z positiva e sobre $, a nomal à tema compo- 


nente z negativa. Usando 6.12 (5), temos 


J] saxo = =] ftx, y, gx, day + JI 86.56 ay 
s É 4 


= fls fer) = tay, eta, WD dee. m 
x 
De (6) e (7) vem 
E, 
tas = $ at 
s T 


que é o resultado que queríamos mostrar, 


Analogamente, supondo que 7é projetado sobre o plano yz, mostramos a equagáo (3) 
“Supondo que T é projetado sobre o plano xz, mostramos (4). 
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Epá, 


Concluímos a demonstração para o caso em que o sólido T pode ser projetado sobre os 


2x = 2dedy — xt dxdy) = 
planos coordenados. - tes 2) dyde + eds — x2 dxdy) 


Se T não satisfaz as nossas hipóteses, mas em particular pode ser dividido em um 
número finito de sólidos do tipo descrito, então o teorema também pode ser facilmente 
verificado. Basta obter os resultados sobre cada parte e depois somá-los. 


= Jij [2 + 0 — 2xz] dxdydz 
7 


va 
Para o caso mais geral, a demonstração foge aos objetivos deste texto. é = J f f 2- 2x0 saya 
H ooo 
6.15.2 Exemplos = z 
(O Calcular 1 = [f[e2x — adde + "duda — sed), onde 5 € a superficie exterior (ii) Calcular a integral do exemplo anterior sobre S', onde S' é a superfície exterior do cubo 
) . exceto a face que está no planoz = L. 


do cubo limitado pelos planos coordenados e pelos planos x= 1,y=1ez=1. i Solução, Para resolver este exemplo vamos utilizar o resultado já obtido no exemplo ante- 
Solução. A Figura 6.68 mostra o sólido T limitado pela superfície $ dada. me 


i 
! Tomos, 
I= [|F ass [7 .ñd54.. + fF. ñas, 
5 S 4 3 
| 5, são as faces do cubo. 


Queremos calcular 4, = | — Jf Ī . ñ dS, onde S, é a face que está no plano z = 
5 


Logo, 


| 
i 
| 


n = = fJ [2x = oe + adedi — xy] 
Figura 6.68 s 


Como S é formada por 6 partes suaves, para obtermos usando a definição, devemos 
calcular 6 integrais de superfície. Pelo Teorema da Divergéncia, podemos transformá-la em 
uma única integral tripla. : 


2, 0- x. P]axdy 


x 


“Seja ñ a normal unitária exterior a S. 


Como f = (2x — z) + x?] — xek é uma função vetorial contínua que possui deri- 
vadas parciais contínuas em K”, temos 
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Gii) Usando o Teorema da Divergência, dar uma definição alternativa para a divergència de 


uma campo vetorial, 


Solução. Seja (x, y, z) um campo vetorial contínuo que possui derivadas parciais de Ja 
ordem contínuas em uma região esférica T. Existe um ponto A(u, v, w) no interior de 7, tal 
que 


J div fx, y, z)dV = div ía v, w) . V, (8) 
7 


onde V é o volume de T. Este resultado decorre do Teoremardo Valor Médio para integrais 
triplas, i 


Pelo Teorema da Divergéncia, vem "E 


] f Ï. ñas | 
div fiu, v, w) = E Ro o 
f 
onde S é a superfície exterior de 7, A razão A direita de (9) € interpretada como o fluxo do i 
campo vetorial através de S, por unidade de volume, sobre a esfera T (ver 6.12.5). 
1 
Seja P um ponto arbitrário. Suponhamos que seja contínua em um domínio conten- 
do P em seu interior. Seja S, a superfície de uma esfera de raio re centro P. Então, para cada 
r, existe um ponto P, dentro de S, tal que 
JJ? ñas | 


divj(p) = 2 + onde V, é o volume da esfera (ver Figura 6.69). 


Fazendo r =» 0, P, =» P, e então, podemos escreves, 


[7i 


lim E, 
vao Y 


divJ(P) = 


Pi 
isto €, a divergência de em P é o valor limite do fluxo por unidade de volume, sobre uma $ 
esfera de centro em P, quando o raio dessa esfera tende para zero. 
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Figura 6.69 


6.16 EXERCÍCIOS 


Nos exercícios de 1 a 9, usar o Teorema de Stokes para determinar a integral de linha dada: 
EN flar + xde), onde C € o contorno da parte do Plano 2r + y + 2=4 que está no 12 
c 
actante, no sentido anti-horário, 


2 UO + zone + (2e + ady + Ce + pda, 


onde C é a intersecção das superfícies 
c 


a od i 
© +Y te a cx = Considerar os dois sentidos de percorso, 


3, fade + ydy + de), onde C é o perímetro do retângulo 0$x52,0<y 54,234, 


E 
no sentido anti-horário. 


4 fede ces dyt Or- 23de), onde C € o contorno da parte do plano 
c 
X+2y+2=4 que está no 1ºoctante, no sentido anti-horário. 

S. f7.dr.ondo 7 S Oba De + Meme CS o retingulo0S134,05:51, 
A 


no plano y= 2, Considerar as dois sentidos do percurso, 


6 Shar y 2addy + (x + 2y)de], onde C€ a intersecção do cilindro 


e 
+= 1 com o plano z = y, orientada no sentido anti horário, 
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7. FO — xd + (x — zidy + (x — y)de, onde C é o retângulo de vértices (0, 0, 5, 
c 
(0,2,5),(-1,0,5) e (-1, 2, 5), no sentido horário. 

8.67. dissendo F = (e +2y, e” +x,0")oCaclipsexi=cos(,y=2001,2=2, 


c 
0SIS2m. 


9. [le + 2dr + ta + VR ae), sondo C a circunferência x = acos f, i 
E 4 
y=0semt,2=2,0S152m, 


10, Seja S a parte do gráfico z = 16 — x? — y", z 2 0 com normal exterior. Determinar 


faz. ñdS, sendo Ẹ = (2y, y + z, 2) 
s 


11. Calcular Jj rot. ñdS, sendo 
5 
pela curva 7 (1) = (2cos £, 3 sen £, 1),0 $ 1 < 2x, com a normal apontando para cima. 


(y, x, 2) e S qualquer superfície suave delimitada 


Nos exercícios de 12 a 19 usar o Teorema da Divergéncia para calcular a integral da super- 
fície dada. 


12. J] [xtayde + y "dada + ¿2dxdy], sendo Sa superfície exterior do tetraedro delimitado 
A E 
pelos planos coordenados e pelo plano x + y +z = 1. 


(xy, 2x4, 22) e S a superfície exterior do paralelepípedo 


13. S F.ñdS, sendo f 
s : 
retângulo delimitado pelos planos coordenados e pelos planos += 1, y=2,2=3. 


237 + 39 + 4d eSa superfície exterior do sólido delimitado 


14. |] 7. ñas, sendo 7 
s 


pelos parabolóides z =x? + y? -9 e z = -20 — 2)? + 9. Pi 


15, ] j F.ids, sendo F = (2x, 2y, Oje Sá superfície do exercício 13, exceto a face 
s 


superior. 


16. |] F.ñdS,sendo F = (0, 0, 22)e Sa superficie do exercício 13, exceto a face supe- 
É 
rior. 


17 J) Lx code + y dede + z dxdy) sendo S a parte da esfera x! + y? +z = | abaixo do 
5 


1 
plano z = >, com normal exterior. 


18, Calcular / = ff [(4x — y)dyde + y" dex — ay dy), onde S é a superfície exterior 
s 


do cubo limitado pelos planos coordenados e pelos planos x = 2, y = 2 e z= 2, 


19. ff (2dyde + eus — Say), onde S € a superície do parabolóide z = 9 = 3º — y 
s 


acima do plano z = 0. 


=20, Usar o Teorema da Divergéncia para calcular o fluxo do campo vetorial 7, através 
da superfície do sólido 7, sendo; 


a) Ī = -yj +, e To cilindro + y516,-2<252 
b) F = ay + yj + aÑ eTocone za yx ry, 2S4 
c) J = 27 +2) + 2k eTaestear syapa 


21. Verificar o Teorema de Stokes para Ẹ 
parabolóide 22 = xº + y? limitado por 
anti-horário, 


Ayi — xz] + yk, onde $ é a superfície do 
€ C é o seu contorno percorrido no sentido 


22, Verificar o Teorema da Divergência para f = (2xy + 2] + 27 = (x + 3y)Ë tomado 
no sólido limitado porx + y + 22=6,x=0, y=0ez 


| 
| 


TABELAS 


“IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


l Lsewêrecosy=] 6 sen2x=2 senxcosx 

` 2 letge= sect 7. senxcosy=1/2 [sen (x= y) +sen (x+ y)) 

| 3. 1 + cotg?r = conecte #8. senxsen y =1/2 [cos(x — y) — cus (x + y)] 
4, sen’ x=1/2(1 ~ cos 2x) 9. cosxcosy=1/2[cos(x— y) -cos(r+ y)] 
5. cos? x =1/2 (1 + cos 2x) 


_TABELAS DE DERIVADAS 


Nestu tabela, w e v são funções deriváveis de X, €c, Le a são constantes. 
Ly=0=y'=0 


Ayer y'=] 


3, 


us viseu 


(a>0 025 y=a". nan’ 


dy y'an +y 9 yada y 


p 


S yanv y ou vvu 10. y=log, u= y'= log, e 
u 


“so 
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i TABELAS DE INTEGRAIS 
1, y=inu= y = E 26. y=coshu = y' = senha, q! 
. fdu=u+C 16, 
12. yaw p= vt atm An (u>0) 1 fdu=u+ 
13, y=senu= y'=cosu.u! Dy=tghu = y'=sech u. w à [nutre ” 
u 
14, y=cosu = y'=- senu. u' 28. y=cotghu = y' =-cosech? u. 10 an 
3 fi du= 7+ C (a é constante 21) 
15, y=tgu = y =seclu. wu 29. y=sechu => y' =-sech u. tgħu. 0 ax 
y a du 1 uu 
16. y =colg 1 => y =-cosectu, u 30. y=cosechu => y' =-cosech u. colgh u . 10 a fa di cid 18, TEA À nene lv 


17, y=secu= y'=secu.tgu.u' Bl y=agsemu => y = 
ý Jeri 
18, y =cosec u =» y' =-cosec w, coig u. ué 


“ 
19.y=aresenu = y'= 32. y=arg coshu = y 
id er y=arg 


= w 


20. y=arccosu = y'= 7  Bysagighu s y =, 


Aa 


Uyenreigu o y'= 


34, y= arg colgh u =>: y' = 


Er 


= 


22. y=arccolgu= y 


35. y= arg sech u = y'= 
144 u 


w 
23 ysareseen l > ls y'= aa 
lutu? =1 


h 
24. y= are cosec u, lul > 1 => TT E ' 
Med ji? 1 


2Sy=senhu = y =costu. w 36. y=argcosechu = y' = 


s fe duze" se 

6 fsenudu==cosu+C 
7 foosudu=senu +C 
8. figudu=inisecui+C 


9 Jos udu=Inlsenul+C 
11 fsecudu=Inlsecu+gul+ C 
12. [sec udu= igu+ C 
13, Jcosec: udu=-cogus C 


14, Jseon. tgudu=secu+ C 


15. fcosec u, cotgudu=-cosec u+ C 


10. Jeoses du =Inl coses u- cotg ul+ C 


19. [senh u du =cosh u +C 

20. fcosh u du =senh u + C 

24. |sech? u du=igh u+ C 

22, fcosech? udu =- cotghu+C 


23. [sech u. tgh u du=- sech u+ C 


24. fcosech w. cotgh udu =-cosech u + C 


kja =inlu+ Jita e 
Viga 


ae (ot A uti c 
2a “Juca 
[Err 
27. f. CA A e EA IO 
ufot a “ 


394_ Cálculo € 


FÓRMULAS DE RECORRÉNCIA 


Lent 
= sen"! u cosu + 
n 


n 


1. [sen udu= 


Jsent=? uau 
n 


La nlp a 
2 feos" uds cos usen E) foogt=? udu 
n n 


EN a fig udu 
d, feotg"udus- coig" u= feotg"-? udu 
n 
n-2 
3 "u sed ugus sec”? di 
a Jus m-i Horri 


6 feosec"udu=— 


n=2 > 
a 


n 


à pala a 
di ul ata o A du 


ri 200) a =D) (o ray 


CAPÍTULO 1 
SEÇÃO 1.8 
10) J/0=e ve] b) (1,0); (e, 2e) 


2 FO) = 


}; FO) = (an E 
m m 


+(e- +sen)j +cosk, 05 150% 
“em, 0 $ 15 2x 


©) teost (l = Ñ = cost (1 + 20) + TE 4 U? sent a asen, O <1 < 2x 


DUETTET 


DP + dt = sent, O <4 <2 
O (2P -21 A 27 t (r 2 sen Di + cosu + DE, O <1 < 2x 


7.2) (0,-2,1), (1,1, 1) 


©) A partícula tende para uma posição infinita, 


395 


396 Cálculo C Respostas dos exerícios 397 

A O gra são ' 2 a) (12,3) » a, E 
Base Teje + a-s Rea) DSD ENGELI 

9 ED e) (2,1,0) 
e) -97 + 9j -3E D 2 +4j+ 6 
a (iuo o) 
9.a) Je Mk DE! 
Ya 2 

10.) ¡+ ej-s bj Oie] oire e) n2i n (2, go o) b) +(-1,0,0) 


13. a) 7, é contínua em 1 =0; A, não é contínua em (= 3 


b) j,Econtínuaemt=0 


9 a Jão é contínua em 1=0 


d) -] + Š, é contínua emt=0 
e) 3, não é contínua em t= 1 


2, não é contínua em 1 = 2 


14. a) [0,21] b) Co, 0) U (O, +œ) c) (040) d) (-L,0)U (0, +s) 


o U(Eem Zemene) Dh D Ui +) 


2) (a, -9U (2, -1) U 61, D U (l, 2) U (2, +s) 
h) O, D U (I, +0) 


SEÇÃO 1.10 


1. a) -Icos!isenti + sec?ij + 2sen t cost E by (cos? — sen?r)? — 2e 27 


ode oia] lie 


RES AS 
ren? 


9 


1 = ” 
a) z“ «(0 b) WN) = 


a) Pi dr E 


ss, EA 3) 
az 


a) FU) = 2sentí + Scos 1] āti) = -2cos 17 — Ssent] 


OF A 
E E 
b) WN = eT- 2e} qm) = eis det; 


[da 2) = m lácin 29 = V5 


€) FU) = sen + 3coshrf a(o) = cosht 7 + sen] 


POl=3  jäoj=1 


1 ý 1 
„30-1 =(0, À 
qe ») ān (0: 3) 


©) US) = G 2) äs) 


b) (2, 1,6) 


oasa (8302) (2, 2 


398_ Cálculo C 


i 
P= F-a mr 


8a) is- uE ám=-k y 


0) '= -28 


+j ams 


A 
qe mo =( 


10) = E 1) am. G o) äm = E o) 


e) HO = 2 + GÈ 


än) = 2] +300% 


1020 ID=2j+6Ë aq0=2) ät =2j +30 

Y0=-+P ¿0-0 0=50=- +] abeie 
90) 5 b) 214 + 5 
15.4) (21-46) d) 0 BRU ddr Y 
a 
CAPÍTULO 2 
SEÇÃO 2.9 
Lts Dx ks l6r=2 

E iyat 

y E ye 2r+Sj2=2 

2 a y=64S  bjysxel Oy=rthz=2 x2- 


3. a) (1, =5/2); 


a 


6, 


pa 
(1 + + cost, 

b) (8,4); 5: (3 + Scost, -4 + Sseny) 
"33 (E 


c) (0, SB) a g ch 


a) é uma circunferência de centro (-5/4, 


e) uma elipse; 


d) uma parábola; x 


e) uma hipérbole: x 


SN 
i D a (¿o 
a) (1+20i + 3 tfj +2k 


©) (=l + SÑ + (227 + Sil 


DOM ani 


b) SO + (le o) + (2 + 408 


(lr. AOS É 


( + ao 


Respostas dos exercícios 309 


—1/2) e raio 


7 
+ yagi 0 S s 2 
E sm 


Se 0515 on 


b) Si +2- nj 


D (VE + Sif +27 + (V5 = ak 


26 


400 Cálculo € 


8.a) E + (5t -= Dj + 2% 


22- Me 3 


+ 


3 
c) Ñ +44 + DJ + Gt + 2 


b) ï + 


9.a) (cost, 2sent, 4); 1 € [0, 27) 


b) (1, 2P, 1) 


c) (-1+5cos, ViOsent, 2); + € [0, 27) 


a) (nar O 

D (4,20) 

h) (2+ 2cos t, 2+ 2sen 1,0); 0S1<2x 
i) (2+ 2cos 1, 2- 2sen 1, 0); 0 S1 $27 
K) (0, 0); te ELI 

m) (n P- + 3-2,0; 05153 


0) (cos, sen 1, 2cos 1—2sen 1); 0S t <27 


Y O+13+2,4 


re (0, 1). 
10. a) (2+3cos 1, 1 —4sen 1); re (0,210) 
o) (5-2,7-2,-2+20) te [1,2] 


€) (Qm=1+sent, l- cos (); re [0,21] 


1) (1+cost, 1- sent, 8r- 2i); re [0, 41] 


o g- J omg ef 


eo (nin, e) 1>0 


8) (231, 1, 2+1); t € (0, 1) 


j) (4,0, 1-0; fe (0, 1) 
1) (1-21, 2421, 3-48); te (0, 1) 
n) 4 


31+2) 


sis? 


b) (1-63-43-20; re (0,1) 
d) añ re [-1,2] 


al’ 


1.0) Taa (2 E 2, + (UE vin 


b) +w +2] + 2 


9 (ia (HE amé 
d) (4 4w) + (8 +12] 
2 

ES w) 
D (1-3 wo) + (V3 + w)j + cm a 3w 

t t LILY E 
2 E-by «(iii +(4 + Awk 
DEDOS 


D dew] a ak 
12, (1, —4iv) 


ai Ja 

args 
14. (acos t — awsen ti + (asen t + awcos DJ + (bt + bw)k 
15. (3,5,6) e (0,2,3) 


17. a) não é suave b) ésuave c) nio é suave 
d) ésuave e) ésuave 
SEÇÃO 2.17 ` 
La) 43 (e-1) ` b) 60 c) 242% 


8 1 
azl — 1) e ge = 13413) 


D 45 2 16 h) 2x 
» E) » 20 
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402 Cálculo © 


Respostas dos exercícios 403 


“e 


2 a) s) = b) s(i) = U 
O Drar s ln [204 Via ) 


$ 


d) 


> 


s) = SE set o s) = 24 re [0,1] 
Sasentt, x 
ea refo. 3 
Vicos Fy, Vixen e), s e [0, 2V2n] 
s s s s 
25 +2) o (cos er sen, 5) 
Ate VEEE) ENB( TEA, (at “ea seo, 15) 


HE ofa E) s+ 
SI a" 


(cos s, sen 3), s € [0, 2m] 


ni) 29) 


an aya - 
de y =) Josssã 7 
s % s A 

eos e Es 2075) 0555 Jn 
1 «e +) Osssviã 
Sim b) Sim c) Não d) Sim e) Não 
Sim £) Não h) Sim i 

5 = ) » ES 0 25) 
Mi Jem Bo 
AT aviT A 
(7.5) aces 


9/7 
M 
y A a 
82/82 31/37 
2 1 
E) Tas 8) EN ms 


disto er 


12. a) O círculo de curvatura tem raio VŽ e está centrado na semi-reta cuja origem é 
(2,0,2) e tem direção -7 — É. 
P) O eíreulo de curvatura tem raio 6 e está centrado na semi-reta de origem em 


G aa, x) edição -E a 


nas 


e) 


O círculo de curvatura tem raio 1 e está centrado em Es » 0) 


d 


O círculo de curvatura tem raio ; e está centrado em (o 


13.0) EE In $) 


5 E. 5) 93 


2-2) 029 


16. a) ES 7 


c) (0,-1, 0) 


17. -2y+2=0;-2y +25 8x4; 24 2=2g 


404 Cálculo C Respostas dos exercícios 405 
18.0) E É b) É 5] ziti c) não é uma bola d) não é uma bola 
i 2 Es €) bola aberta de centro (-2, 0) e raio 3 f) não é uma bola 
9 -j O itk 
5 5 3. São verdadeiras (b), (d) e (e) 
19.3) 0 dO o E a o o $ 4. São conexos os conjuntos A, Be C 
. 3x + 3y) 
mai ni g- SONAN 
[ne EN E SOE, 
20 (cem E cm 1) a Too qro) rE 
Ri y? 
22, a) (21, 3°, 0) e (2, 61,0) Ta) (a neR +y? <a 
3 Rx 40) 
orar o Sem a b) (6x y) e Raro) 
Wro Jiro o {e Riyo} 
20 D (u,DER 1x0 y.00 220) 
23, 161 (25 + 16839; 
Y soca e Vas + 16 9 {x y) e Play > 0) 
b) Be; Vie e) 051 


y Au. [8 a 18” 6Y0r 
Vaso Va + se o sor" Vio +97 


O O 
Visión Jire 


CAPÍTULO 3 : 


SEÇÃO 3.11 
2. a) bola aberta de centro (0, 1) e raio V3 
b) bola fechada de centro (1, |, 1) e raio V3 


Dolar de Ple 20) 
D (xy )eRIx+:>0 


Dolar De + 1) = 
8. (5 2, al d (an 3 9 0,42) 
safi, va) b) (0,1,1) "9 (4 x o) 


10. a) é contínua em AP? b) contínua em AP 
c) écontínua em ((x, y) e AI x,y>0) 
d) é continua em ((x, y, 2) € APM x2>0) 


e) écontínuaem ((,y, z) € APRO ext y) 


i Sngwsos 


406 Cóleulo C no | Respostas dos exercícios 407 1 
f) E contínua em AP ((0,0,0)) n 4 2 a 
18.a) (0,0,0); Q 3; Oc 0,0): (0,0, 0); (o. o, 3) 
g) €contínua em /22 y z i 
N e SS b) (cesen x, e'sen y, 0); (ersen x, —e'sen y, 0); (e'cosx, e'cos y, 0); J 
Da E LA E | 
DM A a a (etsen x, ecos y, 0); (0, 0,0) 
LERRET P * 2 To É y i 
dE O + oek , 9 (3. o, o(a S, 0) 0,0. 0,0, 03: (0.0,0) 1 
E DP RE DO 19. (0.-4,-24) i 
Y a + E 
i i 
ah 5 1 
92 P 
> ¡CAPÍTULO 4 
a E j á 
a | SEÇÃO 4.2 , 
TEE 80) fangere? DFO = (h P,P) 


a o 22 unidades de tenperatura i 
eL ml 
ðr 


x 


ma Te (JC d 


b) 


12, (Ce + des, (y + e" (e + e") 


Superficies esféricas de raio r — a e centro na origem 
14, é uma parábola no planoz = 1 
11. a) familia de circunferências centradas na origem 
15,4) (V3cosw/3senw 6), 0 $ v $ 2m (0,0,3+10),08053 


b) família de elipses centradas naorigem , 
b) (0, 1, 243) (43, o, 0) 


e) 


Família de retas verticais 
16. (0, 0, Z + 2722); (0, 0, 0); (z, 1,0) 


17, (0,0, e= (yz + 1); (0, 0, Pz + 2y)e") 


, 
! 

f 

1 

1 

i 

| d) família de circunferências centradas em (2, 4) Ñ 
1.3) fangs- b) planos paralelos à base do tanque 

BAD 


“08 Cato | Raposa doe eras 000 
i 
ia 27 e 
l,se (x, y) = (£ à | i p= Jak 
OR A » | Ea 
O, nos demais casos A 2d 
a 
18.0) y= 2 b) yso E sm 
A 13. —— —a 
2 TRA” map! 
c) x=c d) P=cx 
18.10. 0= Vx) +0 e- ao) E À 
i o h k -D Ca» 


19. h(x, y, 2) = 1140 - z, onde z é a altitude em P(x, y, 2) i 


Woede zo pa i 


ide dio o rel ere ro : o 
9 Ji y) = +, =x) i 
! 
SEÇÃO 4.6 el BE TEET yA] 
La) 442 b) 2 e) ve ! a qm) yá] 
19.9) 0,53 b) (0,0,-1) 9 0,22) 
2-42 S de Es ida ES Es | 31.14429-340; x+4y-18=0 l 
1y + +a] + l yk : | 32. x+V2y-202 =0 33, pa 
8. 2x + 4yj + 8 9. 3y + (9-2) M. r-y-2=0 e 35, y=0 


(tro 1549) 36. 1205 + 01-207 + (+ DE 
y g a 


410 Cálculo © ” Respostas dos exercícios 411 

304200 4207 + (VE + ENE dai ++ 207 4 i 57. VSenix + cosy $8. 2 59. 0 x 
(2 - 2V2) 60. (0%, 2e"), 120 61 (01+2,1+4, 05151 g 

a 62 a) Sim b) (1+1,31+1),05153 

EN 63.0) Não b) y=x, xe [1,10] 


LN -8 
sl, > 65. V2x-y 
oyf E) so G a) 
66.0) (8,-8,4) b) (1,0,0) ` 3) ' 
ES 2 
41.0) 443 by Se E bal P 
+) aak ' 
a) Y p 20442 ' 
2 2 
6 2 ; 
43, A 4 (e (pr i 
virkj ki a (ei +39) 
48. Vixe dy dó olé sy 47. A : 
t j ' 
48. 2/2 4 49. 347 + 107 50. dí, ae R- (0) ' 
Pe Ee 27 ls PCS 
SLa) Tesi si -sj 3.0) »d gg] o asi; ' 
a á L 2 ! 
ds ds) 9 Ag) a E 
+ 


sa ss V5 56. 2/14 E 


| + 
2 2 4 -4; |j sö 19. a) Sim b) Não o Sim 
ea ña oz | q 
! d) Sim e) Não 
a A. ! 
90 95 ] E É a 
2 i 2.0) Nio b) Sim o Sim d) Não 
9.0) Bo +20 b) 2senxcosx e) Sm O Sim g) Sim 
o dd yl 22.0) Sim b) Não o) Sim d) Sim 
x 
10.4) Sim b) Sim c) Não | qe 
Ee 5 23, -2n 2-2 24, a) Si b) Não 
12.a) 3-y (1-0 +j b) 2-9): 2x- y)Ë i sd a) Sim ) 
| as -y= 2y ra) 


o Ax+y+0;0 d) 2e'cos y; 2e'sen y È 


O REP tad aya + 290] + 20) 


0 
dé NE +Y 


(6-29 + UP-I + Oyz- 290 É 


8) vet daye + Bay; 


13. a) (ysenay—acos ay) b) 1-347 + (2-2) o E 
15.a) 2z b) Ar+y+ 2) oð e-+) “gd 
) Atar IDT + Oye tye 290] + (ey 20 + IYE 
D 2-00 +e- -kE mo 
16.a) 15sen2+2 do ] 
17.a) (6ry2-x)i +(2x2-cos0)] + (20y +0 k 
b) eye + 2'e + Zey seh x Ñ 
€) (Qvesenx-—dxya)i + (2xfy — Gx yesen x— Wyz cos 9] + (Buy - 24) 


27. a) conservativo em AP? 
c) não é conservativo em D 
e) não é conservativo em AP? 


g) é conservativo em AP? 


28.a) Não 


b) Sim;u=x-ycosx+y+e 


b) éconservativo em D 
d) é conservativo em D 
f) não é conservativo em AP? 


h) €conservativo cm AP? 


c) Não 


d) é conservativo em domínios simplesmente conexos que não contêm pontos da reta 


yw 


e 


Sim; u= Se - cosmy + 


take 4 al lola] 3x4 y? 409) e 


D Simu=e +20 +3 +0 


29.9) us terrace b) uste de O) waite 


CAPÍTULO 5 


SEÇÃO 5.2 


1.12 2 ¿(4 -1) 


414 Cálculo C Ee Respostas dos exercícios 415 i 
1 10/0 5 4096 y 
= + so 7 6 j . 48; 18. 0 19, > mw Ly 
bee Go 7.6 | mas a 7 
P 3a 9, 2048 10. 2% 5, aa Do MN tia 22. 2.0 24. 0 
a E = k 
1 a a . 
12 13. — (1 2 =1 pA 
0 El Lo “e a e 
MOT 7 97 06 mo DETI 
1 
jiii wp edad es Mar Dim qa Mo bo 90 
19, 4x 20, Ke! - e?) uam, 22. 6420 + VIE um. 31. L+ 2cos2- e- 44sen 23e? 20 33. 0 
85 
23. Akr um. 24. 845 kn 25, z VA 34.0 35, -4; HORÁRIO 36. 0 37.0 
u k 3917 41 at ÃO 5.6 
2. (E o) a km - i (39 SEÇÃO 5. 
7 ) GUN = 1) mod = 10" ° 
i i 
ha) Nào b) Simuesenayrer+zrasent+lrsnóres 1 
K(TVZ + 12) i 
28. k um, 2, 10212) amo y ym a 
a K A €) Sim; u = xy + sen x+ cos y+ e;—sen | cos 1 +sen24cos3+6 i 
SEÇÃO 5.4 ~ 2a) Sim; u= ye + 4y? 4 c; abe +46 
y 3 
L nè 20 de 3 4.05 b Simas Ferrera abro 
Eos és 7 a A A i : c) Não d) Sim; u = (cos y+ sen zje“ + c; e" (cos b+ sen e) -1 , 
9 Simnas ' 
9.-8 10. -6k 1.0 12 +2 3 14 
3a) Sai b) -3 aş ' 
1,2% ul wi 16, 1 


! 
1 
| 
l 


| Sng&w6ss 


| Respostas dos exercícios 417 


416_ Cálculo € 
4.2), 16 b) I=ecosl- 00 as ¡CAPÍTULO 6 
e) sen3-senl-el+e+53 D re go 9 
SEÇÃO 6.3 
5.a) 0 DS 90 a) -2r no 
a 24 - 3y? del 24 — 2x? - 4z? 
ö nao nz 90 La) elipsóido; b) x= q, 1= q, 


8a) 0 


93) 0 Do q 
Mao bx 


14. 0; 2x; arctg 1 - ag? 


SEÇÃO 5.8 
1.8 2 -12r 
so 6. Nx 
3 
9, -i 10. 0 
13. 1 wa. 14. a) 4n ua, 


18. 18 ie =e). 


24 - 2x? - 3y? 
E 4 


2 d) 0 
j 5/3 - Jo 2a) esfera; b) x=+/l6-y EERTE 42, 
2=t 
12, 1; igual 13. e-e- Ji 


3.a) esfera; 


b), x = t di6- 0- -2 +% 


y= 6-27 E 


7 7 
b) sa p ettei +k 


2 2 a y 
15. a) 2 E =+/16- -2 - (y -1Y 
d3 LE y Y 


4.a) elipsóido; 


3. - y E 
di él ' =D ia D+ 
5 - 
7. 8. 16x A Ji 
5 ; le, MO o dy 10 
F Sa) planos b) xa II y E, q ee Y y 
1. o +12. rua. 
6.a) cilindro parabólico; b) rst z= 
sr 21 
b Zu z y ==, 
A e Ta) con; dy ai da yt dat dy 


zaer 


W. y= 05254, -25<2 


i Bxsy r-l 9 


13. x= ys 


418_ Cálculo C 


e: 
ua T*L0SIS%0SyskOsesa 


15. x= 3cos v cosu + |, y= 3cos vsen v +2, z= 3sen y 


> x 
Sus? => svs 
A sTsy E 


l6 x=my=w2=+ -1 


1a 


(yw e=B-u-w 


18. x = 2cos n, y = v, z = 25sen m, oo <v<toe0Sus2n 
19. x=2 + 2cos v cos u, y=—1 + 2008 v sen 1, z= 2sen y 
= x 
Osusine = syst 
use Teve E 
20. x= cos v cos m, y= 1+ cos v sen n, z= sen v, 


0Sus2r, 


21 x = VE cosv cosu, y = Vi cosv senm, z = Vi sony 


x 
Osusme Šsysž 

u 7s} 
22. x=2 4 4005 vcos u, y=- + dcos vsen u, z=3 + den v. 


O<susneŽsysť 
2 2 


23. x = VE cos y cost y = VE cosw senu, z = JE sen v, 


Isusmeosvsi 
2 2 


24, x= cos v COS ll, y = COS v sen n, z= sen v, 


E 
2 


Ia 


Osusine iso 


Respostas dos exercicios 419 


25. x = V3 cosu, y = Viseu, z = v 


0O<usS2ne-o y< ros 
26, x= dcos u, y =dsen m, z= y 


F Su < aaga, -2$vs2 


27. x = Vidcosu, z = lO sena, y 


<< 0 SUSI 


28, x = Jercosu, p= L vsen a, z 
J5 5 


OSusIncOsv< e 


nes ao + vi 

asd e 

Us 
ES 


DERES 


35. x = 2cos v cos u, y = 2cos v sen m, z= 2 + 2sen v, 


OsusimeosvsT 


36. x = Gros v cos n, y = 6 cos visen u, 2 = 6sen y, 


420 Cálculo C Respostas dos exercícios 421 


37, x = cos v cos u, y = cos Y sen u, z = sen Y, de fo t EAs E 
2" Ya 2"" Vá 
2a) A t v(u > a (E. né cê ) 


4 4 4 
(3005 u, 3 sen u, 4); (3, O, v) 


a yz 


sz 
c) a enu, 0Sus2m O< y< o 


r = r 
Žsusacg? e% sys 
qn Ele Srs 


38. x= v, y =3c05 10 2=3sen1,0SvS4c0Sus 2 


b) x= 3cos u, y= 3sen u, z = 


39. x= 1+ VIS cosu, y=3 + VIS senm z= v 


OS us dr e-o <v< to 


40 x = hna po Ën zadyn 


2 2 r “3 cosu, Y13, JI3 senu), O < u < 2x; 
0susiHe0Sv<o E 

a (2, £, ER EA Osvco 
| dlx=uy= Vi 2 + VS 16 | 2211) 
é ces 1,150 + 1984 3. b) 0< us 2; (cosv, 2, senv), 0< v< 2 
F 4 x=my=wi=4-u-v0SUS40SvS4-u 
j 5 Los 2 (2/2, —1, 243) 
| db 0 y = MOS Us << se | 3 
į a! Ab) (cosu senm, V3), O < u < E; 

dx y 228 104954 + 2 
d F ; VA cos, VĒcosv, 2senv) 0 < vs E 
| SEÇÃO 6.7 ( tua si 
| y 
E 1,1 [Eros aum vao] ont i a -2 Z, o) (E. (2. 2a 

a) [So cosu Ecos fe ta ¡ ay 
, a A | 3 
k (Een senn É) ossa : d) a, ffas) 
á i Vix+ iy + WT28=0 
A b) EL, 0) osusza (VĒ cos, JÈ sen, 2), ¿ A 

0<v<?r 


c) (u, 1,1 + 1), (l, v, yè + 1) 


422 Cólenoc 


Respostas dos exercicios 423 


Sa) 


o) 


e) 


6. a) 


e) 


d) 
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